BuscA HiErRArRQuICcA EM MEMORIA
PRINCIPAL

Apos estudar este capitulo, vocé devera ser capaz de:
» Definir e usar os seguintes conceitos:

3 Arvore binaria de busca O Arvore autoajustavel O Zig-zag
O Arvore binaria degenerada [ Arvore AVL 3 Zig-zig

O Rotacdes direita e esquerda [ Arvore afunilada O Zag-zag
O Arvore binaria balanceada [ Zig e zag O Zag-zig

Explicar quando nao se deve usar arvore bindria ordindria para implementar tabela de busca
Descrever os algoritmos de busca e inser¢ao em arvore binaria ordinaria de busca
Identificar os casos de remocao de chave em arvore bindria ordinéria de busca

Mostrar como se encontra o sucessor/antecessor imediato de um né de arvore binaria de
busca

Provar que caminhamento infixo em arvore bindria de busca visita suas chaves em ordem
crescente

Descrever as operacdes de rotacdo em arvores binarias

Mostrar que rotagdes preservam a ordenacao de arvores binarias de busca
Explicar como é efetuado o balanceamento de uma arvore AVL

Descrever a operacao de afunilamento

YVVYVYVYY VYV VYVVY

Contrastar arvore AVL e arvore afunilada
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0 CariTULO 3, foram apresentadas tabelas de busca implementadas como estruturas lineares que
apresentam vantagens ¢ desvantagens resumidamente enumeradas a seguir:

=g

O Tabelas de busca implementadas como listas indexadas sem ordenagio apresentam custo temporal 6(n)
para operagoes de busca, insercio e remocio. Por outro lado, tabelas de busca implementadas como
listas encadeadas admitem inser¢io com custo temporal (1), mas, em compensagao, as operagoes de
busca e remogao tém custo temporal O(n).

O Tabelas implementadas como listas indexadas ordenadas permitem buscas com custo temporal O(log n)
(usando busca bindria) ou 0(log log n) (usando busca por interpola¢io), mas, por outro lado, opera-
¢oes de inser¢ao e remogao apresentam custo temporal 8(n).

O Listas com saltos s3o excelentes alternativas para implementagao de tabelas de busca que realizam ope-
ragdes em memoria principal. De fato, o custo temporal das operagoes de busca, inser¢io e remogio
numa lista com saltos, no pior caso, é (n), mas esse caso ¢ muito dificil de ocorrer na pratica. Na
prética, entretanto, essas listas apresentam custo temporal esperado @(log n) para essas operagoes, o
que as torna bem competitivas.

Assim como o capitulo anterior, este capitulo lida com busca em meméria principal. Contudo o presente ca-
pitulo trata de tabelas implementadas como 4rvores bindrias e nao como listas.

A primeira estrutura de dados a ser discutida neste capitulo (v. Segao 4.1) é a drvore bindria ordindria de busca.
Essa estrutura de dados oferece custo temporal 6(log n) em operagoes de busca, inser¢io e remogio no melhor
caso. No pior caso, todavia, quando a drvore é degenerada, o custo de cada uma dessas operagdes é (1), o que
torna drvores bindrias ordindrias de busca uma op¢io pior do que listas encadeadas, por exemplo.

As duas préximas estruturas a serem discutidas neste capitulo sdo drvores bindrias balanceadas de busca (drvo-
res AVL na Se¢ao 4.4), que garantem busca, inser¢io e remogio com custo temporal f(log n) mesmo no pior
caso'l. Entretanto quem paga o preco por esse formiddvel desempenho é o programador responsavel por im-
plementé-las, pois essa tarefa exige um esforgo considerdvel.

Por fim, a tltima estrutura de dados hierdrquica usada em implementagoes de tabelas de busca em meméria
principal a ser discutida neste capitulo ¢ a drvore afunilada (v. Segao 4.5). Esse tipo de estrutura é novamente
uma 4rvore bindria de busca, mas nao é nem ordindria nem balanceada. Quer dizer, esse tipo de drvore pode
ser classificado como autoajustdvel, pois ela é reestruturada cada vez que é acessada numa operagio de busca,
inser¢do ou remogao. A ideia na qual se baseiam drvores afuniladas é a mesma que norteia a nogio de memoria
cache (v. Capitulo 1): facilitar o acesso aos elementos acessados mais recentemente. A andlise de custo tem-
poral de drvores afuniladas requer uma nova ferramenta de andlise denominada andlise amortizada, que serd
discutida no Capitulo 5.

Na Segao 4.6, serd apresentada uma comparagio entre todas as estruturas de dados discutidas neste capitulo.
4.1 ArvoresBinarias Ordinarias de Busca

4.1.1 Conceitos

Uma drvore bindria de busca é um tipo de drvore bindria usado para implementar tabelas de busca e que sa-
tisfaz as seguintes propriedades:

[11 Arvore rubro-negra é outro tipo bem conhecido de &rvore balanceada. Esse tipo de arvore é discutido exclusivamente no Apéndice
F, que se encontra no site dedicado a este livro na internet.

[2] Por conveniéncia, este capitulo lida apenas com chaves primdrias. Mas isso ndo constitui uma limitacdo de arvores bindrias de busca. Se
forem usadas chaves secundarias, basta trocar menor por menor ou igual ou maior por maior ou igual nas descricoes.
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O Para todo né X, se sua subdrvore esquerda nio for vazia, todas as chaves que se encontram nessa su-
barvore sao menores do que a chave do né X (v. Figura 4-1).

O Para todo né X, se sua subdrvore direita nao for vazia, todas as chaves que se encontram nessa subdr-
vore s3o maiores do que a chave do né X (novamente, v. Figura 4-1).

Uma propriedade importante decorrente da definigao de drvores bindrias de busca é o fato de a menor chave
armazenada numa tal drvore ser aquela que se encontra no né mais a esquerda na drvore. Isto ¢, para encontrar
a menor chave que se encontra numa 4rvore bindria de busca desce-se a drvore sempre seguindo o ponteiro
para o filho esquerdo de cada né visitado. Quando nao for mais possivel seguir um desses ponteiros, o tltimo
né visitado conterd a menor chave da drvore, como ilustra a Figura 4-2. Raciocinio semelhante é empregado
para encontrar a maior chave armazenada numa drvore bindria de busca. Ou seja, nesse tltimo caso, basta se-
guir sempre o ponteiro para o filho direito de cada né visitado. O dltimo né encontrado nesse percurso con-
terd a maior chave.

arvore

1]

[

{ Subarvore
\esquerda

N,
N,

Subarvore
direita

N e Menor chave

FiGURA 4-1: ReLACAO ENTRE CHAVES NUMA ARVORE FiGURA 4-2: Maior E MENOR CHAVES DE UMA ARVORE
BINARIA DE Busca BINARIA DE Busca

E importante alertar que o fato de a menor chave de uma drvore bindria ser encontrada do modo descrito no tl-

timo pardgrafo, ndo implica necessariamente que se esteja lidando com uma drvore bindria de busca. Raciocinio

similar ¢ empregado para concluir que o fato de a maior chave de uma 4rvore bindria encontrar-se em seu né

mais A direita nio implica que essa drvore seja uma 4rvore bindria de busca. E ficil mostrar que essas duas afir-

magoes sao verdadeiras por meio de contraexemplos.

Teorema 4.1: Uma 4rvore bindria é uma arvore bindria de busca se, e somente se, um caminhamento em or-
dem infixa acessa as chaves armazenadas nessa drvore em ordem crescente.

Prova: (=) Deve-se mostrar que, se uma drvore bindria é uma drvore bindria de busca, um caminhamento visita
as chaves dessa drvore em ordem crescente. Essa prova serd feita por indugio sobre a altura a da drvore.

Base da indugao. Se a = 0, o teorema ¢ vélido, pois a drvore ¢ vazia e, consequentemente, a lista de
nds visitados é vazia (e toda lista vazia é considerada ordenada).

Hipétese indutiva. Suponha que o teorema vale para todo £, tal que 0 <k < a.

Passo indutivo. Deve-se mostrar que o teorema ¢é valido para k = a. Seja A uma drvore bindria de busca
de altura a. Entao as subdrvores esquerda e direita, respectivamente, 4 e, tm alturas menores do
que a. Portanto, de acordo com a hipétese indutiva, um caminhamento em ordem infixa em cada uma
dessas subdrvores acessa suas chaves em ordem crescente. Como 4 ¢ uma drvore de busca, a chave que
se encontra na raiz de 4 ¢ maior do que qualquer chave em 4, e menor do que qualquer chave em 4.
Portanto, um caminhamento em ordem infixa em A4 acessa as chaves dessa drvore em ordem crescente.

(&) Agora suponha que um caminhamento em ordem infixa acessa as chaves de uma 4rvore bindria

A em ordem crescente e que a subdrvore esquerda de 4 seja 4, e que a subdrvore direita de 4 seja 4.
Como ¢ efetuado um caminhamento em ordem infixa em 4, antes que a raiz de 4 seja visitada, ou 4,



198 | Capitulo 4 — Busca Hierarquica em Meméria Principal

¢ uma subdrvore vazia ou todas as suas chaves sao menores do que a chave que se encontra na raiz de
A. Usando um raciocinio similar, conclui-se que 4 , ¢ uma subdrvore vazia ou todas as suas chaves sio
maiores do que a chave que se encontra na raiz de 4. Portanto 4 é uma drvore bindria de busca. ®

O Teorema 4.1 permite decidir se uma 4rvore bindria é uma 4rvore bindria de busca ou nio. Quer dizer, de
acordo com esse teorema, se vocé efetuar um caminhamento em ordem infixa numa 4rvore biniria contendo
chaves e essas chaves forem visitadas em ordem crescente, vocé pode concluir que se trata de uma drvore bindria

de busca (v. exemplo na Se¢ao 4.7.3).
Insergd_o

A inser¢ao de uma chave (ou registro) numa drvore bindria de busca segue o algoritmo descrito na Figura 4-3.

ALGORITMO INSEREEMARVOREBINARIADEBUSCA
ENTRADA: O contetido de um novo elemento (né)
ENTRADA/SAIDA: Uma 4rvore bindria de busca
1. Se a drvore estiver vazia, armazene o elemento na raiz da arvore e retorne
2. Se a chave do novo elemento for menor do que a chave que se encontra na raiz:
2.1 Seasubdrvore esquerda estiver vazia, torne o novo elemento filho esquerdo da raiz e retorne
2.2 Caso contrério, repita este procedimento a partir do Passo 2 usando a raiz dessa subdrvore
3. Se a chave do novo elemento for maior do que a chave que se encontra na raiz:

3.1 Se asubdrvore direita estiver vazia, torne o novo elemento filho direito da raiz e retorne

3.2 Caso contrdrio, repita este procedimento a partir do Passo 2 usando a raiz dessa subdrvore

FiGUrRa 4-3: ALGORITMO DE INsERCAO EM ARVORE BINARIA DE Busca

Suponha, por exemplo, que as letras £, I, G, C, H, L, F, D e T representem chaves associadas aos elementos
que se desejam inserir numa 4rvore bindria de busca na ordem em que essas chaves se encontram. A Figura
4—4 (a) mostra a drvore inicialmente vazia representada por um ponteiro nulo (ilustrado pela barra invertida
na referida figura), enquanto Figura 4—4 (b) apresenta a drvore resultante da inser¢ao do elemento contendo a
chave E. Nesse tltimo caso, segue-se apenas o Passo 1 do algoritmo de insercio exibido na Figura 4—4.

arvore arvore
NI CEG
(a) Arvore vazia (b) Inser¢do de E

FiGURA 4-4: INSERCAO NUMA ARVORE BINARIA DE Busca VAzIA

Lembre-se que, como foi visto no Capitulo 3, elementos de uma tabela de busca sio constituidos por pares
chave/valor, embora na maioria das ilustra¢des de tabelas de busca s6 aparecam as chaves. Isso ocorre por du-
as razoes: (1) nas operagdes de busca, inser¢io e remogio do componente de tal par que recebe mais atengio
¢ a chave ¢ (2) além de nio contribuir para absor¢io do conhecimento que se deseja transmitir, o uso desses
pares completos nessas ilustragoes as tornariam bem mais complicadas de desenhar. Portanto para simplificar
as figuras e facilitar o entendimento, apenas as chaves aparecem como contetidos dos nés na Figura 4—4 ¢ na
maioria das figuras deste livro que ilustram tabelas de busca.

A Figura 4-5 (c) ilustra a inser¢do do elemento contendo a chave / na drvore do mesmo exemplo. Nessa in-
ser¢do, seguem-se os Passos 1, 3 ¢ 3.1 do algoritmo de inser¢io. Por outro lado, a inser¢io do elemento que
contém a chave G mostrada na Figura 4-5 (d) segue os Passos 1, 3, 3.2, 2 ¢ 2.1, nessa ordem. Nesse tltimo
caso, o Passo 1 ¢ executado para verificar se a drvore estd vazia; o Passo 3 ¢ executado porque, além de a drvore
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nao estar vazia, a chave do novo elemento é maior do que a chave que se encontra na raiz da drvore. Entao o
Passo 3.2 ¢ executado porque essa raiz jd possui um filho direito. O Passo 2 ¢ levado a efeito porque a chave
do novo né é menor do que a chave desse filho direito e, finalmente, o Passo 2.1 ¢ aplicado, de forma que o
n6 contendo a chave G ¢é inserido como filho esquerdo do né que contém a chave G.

arvore arvore

[— [—

(c) Insercio de (d) Insercao de G

arvore arvore

(e) Insercao de C (f) Insercao de H
Ficura 4-5: INSERCAO NUMA ARVORE BINARIA DE Busca 1

A inser¢ao do elemento contendo a chave C, mostrada na Figura 4-5 (e), é simples: basta seguir os Passos 1,
2 ¢ 2.1 do algoritmo de inser¢ao (v. Figura 4-3). J4 a insercdo do elemento que contém a chave H, mostrada

na Figura 4-5 (f), ¢ um pouco mais complicada, pois requer a execu¢io dos Passos 1, 2, 3, 3.2, 2, 2.1, 2, 3
e 3.1, nessa ordem.

O leitor é convidado a justificar, com base no algoritmo apresentado na Figura 4-3, as inser¢oes das chaves L,
F,DeT. Os resultados dessas inser¢des sio ilustrados na Figura 4-6.

arvore arvore

(g) Insercao de L (h) Insercao de F

arvore arvore

(i) Insercao de D (j) Insercao de T
FiGURA 4-6: INSERCAO NUMA ARVORE BINARIA DE Busca 2
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A Figura 4-6 (j) mostra que a drvore resultante das inser¢oes de chaves do tltimo exemplo apresentado real-
mente satisfaz as propriedades enumeradas no inicio desta se¢io. Quer dizer, todas as chaves na subdrvore es-
querda de E sao menores do que E e todas as chaves na subdrvore direita de E sao maiores do que E. E impor-
tante notar ainda que toda subdrvore de uma drvore bindria de busca também ¢ uma drvore bindria de busca.
Por exemplo, na Figura 4-6 (j), a subdrvore direita de £ também ¢ uma drvore bindria de busca, pois todas as
chaves na subdrvore esquerda de / sao menores do que / e todas as chaves na subdrvore direita de / sio maio-
res do que /. O mesmo raciocinio pode ser usado para qualquer outra subdrvore mostrada na Figura 4-6 (j).

Um determinado conjunto de chaves pode originar diversas drvores bindrias dependendo da ordem na qual
elas sao inseridas. Suponha, por exemplo, que se tenha a disposicio o seguinte conjunto de chaves: /, 3, 7, §,
12, 13 ¢ 16. Quando as chaves que comp6em esse conjunto sio inseridas numa drvore bindria de busca nessa
ordem, o resultado é uma drvore que muito se assemelha a uma lista encadeada, como mostra a Figura 4-7.
De fato, do ponto de vista pratico de operagdes bdsicas em tabelas de busca, a drvore que aparece nessa figura
¢ equivalente a uma lista simplesmente encadeada ordenada em ordem crescente de chaves e com o agravante
de ocupar mais espacot’.

Insercdo ordenada das chaves:
i, 3, 7, 8, 12, 13e16

FiGURA 4-7: CHAVEs ORDENADAS INSERIDAS NUMA ARVORE BINARIA DE Busca

A drvore bindria de busca da Figura 4-7 representa um dos piores casos para operagdes elementares de uma
tabela de busca”. Ou seja, nesse caso, operagoes de busca, inser¢ao e remogao tém todas custo temporal 6(n),
o que se poderia obter com a implementacio de tabela de busca com o pior custo temporal apresentada no
capitulo anterior.

Se, neste ponto da discussao, o leitor achar que nao faz sentido estudar drvores de busca bindrias ordindrias
(i.e., tal qual elas foram descritas nesta se¢d0), ele tem razao, pois, de fato, drvores bindrias de busca ordindrias
raramente sdo usadas na prética. Quer dizer, o programador s6 deve utilizar tabelas de busca implementadas
como drvores bindrias de busca ordindrias quando tiver absoluta certeza que o pior caso jamais ocorrerd. Mas
como tipicamente o programador desconhece a configuracio das chaves, drvores bindrias de busca ordindrias
serdo exploradas mais por razées diddticas do que préticas, pois elas sao mais ficeis de entender e implementar
do que aquelas que sio usadas na prética e que serdo exploradas em se¢des posteriores.

Busca

O algoritmo de busca para drvores bindrias de busca, apresentado na Figura 4-8, é bem parecido com o algo-
ritmo usado em inser¢do. Esse algoritmo de busca ¢ usado por qualquer drvore bindria de busca discutida neste
capitulo, com exce¢io das drvores afuniladas, que serdo discutidas na Seg¢ao 4.5.

[3] Quer dizer, nesse caso, uma lista simplesmente encadeada utilizaria apenas um ponteiro para o préoximo elemento da lista, enquanto
uma arvore bindria de busca utiliza dois ponteiros, sendo que um deles nunca é usado nesse caso.

[4] O outro pior caso extremo ocorre quando as chaves estdo ordenadas em ordem inversa. Outros casos tao ruins quanto esses ocorrem
quando as chaves estdo quase ordenadas em ordem direta ou inversa.
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ArcoritMO BuscAEMARVOREBINARIADEBUSCA
ENTRADA: Uma drvore bindria de busca e uma chave de busca
Saipa: O valor associado a chave que casa com a chave de busca ou um valor informando que a
chave nio foi encontrada
1. Faca um ponteiro p apontar para a raiz da drvore
2. Enquanto p nio for um ponteiro nulo, faga:
2.1 Se a chave de busca for igual aquela do né para o qual p aponta, retorne o valor associado
a essa chave
2.2 Se a chave de busca for menor do que a chave do né para o qual p aponta, faga p apontar
para o filho esquerdo desse né
2.3 Se a chave de busca for maior do que a chave do né para o qual p aponta, faca p apontar
para o filho direito desse n6

3. Retorne um valor informando que a chave nao foi encontrada

FicURA 4-8: ALGORITMO DE Busca Em ARvore BINARIA DE BuscaA

A Figura 4-9 mostra uma busca bem-sucedida, ao passo que a Figura 4-10 ilustra uma busca malsucedida
numa 4rvore bindria de busca. Novamente, o leitor é convidado a justificar como essas buscas sao efetuadas a

luz do algoritmo da Figura 4-8.

A chave deveria
estar aqui

FiGuRA 4-10: Busca MaLsucepipA NUMA ARrvore BINARIA DE Busca

Remocdo
Para remover um né de uma 4rvore bindria de busca, trés casos devem ser levados em consideragio de acordo
com o ndmero de filhos do né a ser removido:

O Caso 1: O né a ser removido nao possui filhos. Nesse caso, ele pode ser eliminado sem outros ajustes

na drvore, conforme mostra a Figura 4-11.
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Remocgdo do né
com chave 15

Ficura 4-11: Remocio be N6 numa Arvore BiNARIA DE Busca: Caso 1

8 Caso 2: O né a ser removido possui apenas um filho. Nesse caso, o Ginico filho é movido para cima
p
para ocupar o lugar do né removido, como mostra a Figura 4-12.

Remocao do né
com chave 5

FiGura 4-12: Remocio bE N6 NumA ARvore BINARIA DE Busca: Caso 2

O Caso 3: O né a ser removido possui dois filhos. Neste caso, o sucessor imediato em ordem infixa deve
ocupar o lugar do né removido. O sucessor (imediato) de um né numa drvore bindria de busca é o né
que contém a menor chave que ¢ maior do que a chave do né em questao. Portanto para encontrar o
sucessor de um né que possui filho direito, comega-se a busca por esse filho e prossegue-se descendo na
drvore sempre seguindo o filho esquerdo de cada né visitado até que se encontre um ponteiro nulo (i.e.,
um né sem filho esquerdo). O dltimo né visitado seguindo esse procedimento é o sucessor procurado.
Esse sucessor nio pode ter filho a esquerda (por que serd?). Assim o filho direito desse sucessor pode
ser movido para cima para ocupar o lugar do préprio sucessor. Este caso ¢ ilustrado na Figura 4-13.
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Remocgdo do n6
com chave 11

=@

No a ser

Sucessor
imediato

Ficura 4-13: Remocio be N6 Numa Arvore BiNARIA DE Busca: Caso 3

Alternativamente, no Caso 3 de remogao, o né a ser removido pode ser substituido por seu antecessor (em vez
de sucessor) imediato, que é o n6 que possui a maior chave menor do que a chave do né em questao. Nao hd
nenhuma vantagem ou desvantagem de uma alternativa sobre a outra. Quer dizer, a substitui¢ao do né remo-

vido por esse antecessor produz exatamente o mesmo resultado que a substitui¢io pelo referido sucessor. Aqui,
se escolheu usar o referido sucessor como substituto do né removido.

O algoritmo de remogio de nds de drvores bindrias de busca, apresentado na Figura 4-14, resume o arrazoado
apresentado acima.

ALGorRITMO REMOVEEMARVOREBINARIADEBUSCA
ENTRADA: A chave do né a ser removido

ENTRADA/SAIDA: Uma 4drvore bindria de busca

Saipa: Um valor informando se a operagao foi bem-sucedida

1. Efetue uma busca pelo né que contém a chave de busca usando o algoritmo de busca
da Figura 4-8

2. Se a chave nio for encontrada, encerre informando o fracasso da operagao
3. Seondaser removido for uma folha, remova-a e retorne informando o sucesso da operagio

4. Se o né a ser removido possuir apenas um filho, substitua o referido né por seu filho e
retorne informando o sucesso da operagio

5. Se o né a ser removido possuir dois filhos faca o seguinte:

5.1 Encontre o né que ¢ sucessor imediato do né a ser removido
5.2 Guarde o contetido do né sucessor

5.3 Remova o né sucessor usando o Passo 3 ou o Passo 4

5.4 Substitua o conteddo do né que seria removido pelo contetddo do né sucessor

FiGura 4-14: ALcorimo b Remocio e N6 Em Arvore BINARIA DE Busca
4.1.2 Implementacao

O arquivo de dados a ser utilizado na implementagio de drvore bindria de busca serd CEPs.b1in (v. Apéndice A).
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Definicées de Tipos
As seguintes definicoes de tipos serdo usadas nesta implementacio de drvore bindria de busca:

typedef struct rotNoABB {
struct rotNoABB *esquerda;
tCEP_Ind conteudo;
struct rotNoABB *direitaj
} tNoArvoreBB, *tArvoreBBj;
Os tipos tCEP e tCEP_Ind usados nesta implementagio foram definidos na Se¢ao 3.3.2 e também sio exibi-

dos no Apéndice A.

Iniciacdo

A fungdo IniciaArvoreBB(), inicia uma drvore bindria de busca fazendo com que o ponteiro que a repre-
senta seja nulo.

void IniciaArvoreBB(tArvoreBB *arvore)

{

*arvore = NULL;
}
Busca

A fungio BuscaArvoreBB() implementa a busca em drvore bindria delineada no algoritmo apresentado na
Figura 4-8. Essa fun¢io retorna o endereco do contetido do né que possui uma determinada chave numa 4r-
vore bindria de busca se ela for encontrada; ou NULL, se a busca ndo for bem-sucedida. Os pardmetros dessa
funcio sao:

B arvore (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd efetuada a busca

B chave (entrada) — a chave de busca

tCEP_Ind *BuscaArvoreBB(tArvoreBB arvore, tCEP chave)
{

int comparaj /* Resultado da comparagao de duas chaves */

/* Enquanto 'arvore' nao assume NULL ou a chave de */
/* um n6é nado casa com 'chave', a busca prossegue 2y
while (arvore) {
/* Compara a chave de busca com a chave do né corrente */
compara = strcmp(chave, arvore->conteudo.chave);

/* Verifica se a chave foi encontrada */
if (!compara)
return &arvore->conteudoj /* Chave encontrada */

/* Se a chave de busca for menor do que a chave do no */
/* corrente, desce-se pela subarvore esquerda. Caso 5/
/* contrario, desce-se pela subarvore direita. =/
arvore = compara < © ? arvore->esquerda : arvore->direita;

}

return NULL; /* A chave nao foi encontrada */

}
Insergd_o

A fungio InsereArvoreBB(), apresentada a seguir, insere uma nova chave numa 4rvore bindria de busca e
seus parametros sao:
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B *arvore (entrada/saida) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a inser¢io

B *conteudo (entrada) — contetido (chave/valor) do né que serd inserido

A fungéo InsereArvoreBB() retorna 1, se nio houver inser¢ao porque a chave ja existe, ou 0, se a inser¢ao
for exitosa.

int InsereArvoreBB( tArvoreBB *arvore, const tCEP_Ind *conteudo )
{
tArvoreBB p, /* Ponteiro usado para descer na arvore */
q, /* Ponteiro que apontara para o pai de p */
pNovoNo; /* Ponteiro para né que sera inserido */

int compara; /* Resultado da comparacao de duas chaves */
p = *arvorej /* Comegca a busca na raiz da arvore */
q = NULL; /* A raiz nao tem pai */

/* Desce na arvore até encontrar um ponteiro nulo */
while (p) {
/* Compara a chave do novo né com a chave do né corrente */
compara = strcmp(conteudo->chave, p->conteudo.chave);

/* A chave é primaria. Portanto, se ela */

/* for encontrada, nao havera insercao. */
if (!compara) /* A chave foi encontrada */

return 13 /* Nao ha mais nada a fazer */

/* Faz q apontar para o né para o qual */
/* p aponta antes que p mude de valor */

q = p;
/* Se a chave de busca for menor do que a chave do né corrente, */
/* desce-se a esquerda. Caso contrario, desce-se a direita. =/

if (compara < 0)

p = p->esquerda;
else

p = p->direita;

/*** Aqui, sabe-se que a chave nao foi encontrada ***/
pNovoNo = ConstroiNoArvoreBB(*conteudo); /* Constro6i um novo né */

/* Se a arvore nao estiver vazia, q esta apontando */

/* para o n6é que sera o pai do novo no /]
if (!q) /* A arvore estava vazia */

*arvore = pNovoNoj; /* Novo né sera a raiz */

/* Se a chave do novo né for menor do que a chave */
/* de seu pai, ele sera o filho da esquerda. Caso */
/* contrario, ele sera o filho da direita. 2y
else if (strcmp(conteudo->chave, q->conteudo.chave) < 0)
/* q aponta para o né que tera um filho a esquerda */
g->esquerda = pNovoNo;
else
/* q aponta para o né que tera um filho a direita */
g->direita = pNovoNo;

return 03 /* Insercao foi OK */

}

A Figura 4-15 ¢ a Figura 4-16 ilustram a atuagao da fun¢io InsereArvoreBB() em duas inser¢oes de nés.
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(a) Antes do lago while (b) Apés a primeira passagem pelo lago while
*arvore—» (E)<€— P 4 [NULL|

"L" "L"
Noaser_} Noaser _3
inserido inserido
(c) Apos a segunda passagem pelo laco while (d) Ao final da fungao
*arvore— (F) *arvore—y () 1 LINULL
.p m e pNovoNo

, Ly
No aser _4
inserido

gq->direita = pNovoNo;
Ficura 4-15: INsercAo DE um N6 Usanpo INSEREARVOREBB() 1
(a) Antes do la¢o while (b) Apds a primeira passagem pelo laco while
*arvore —p» (—-p q [T *arvore —p (—-q P

.

L, ) L, .
Noaser_, -, Noaser_, -+,
inserido  *-* inserido  *-*

(c) Apés a sequnda passagem pelo lago while (d) Apés a terceira passagem pelo laco while
*arvore —p G

p [T .
.
. _'
.No aser_, oY
inserido  *

’
Fio aser g,
inserido  *

-t -t

(e) Ao final da funcao

q->esquerda = pNovoNo;

Ficura 4-16: INsercAo DE uM N6 Usanpo INseREARVOREBB() 2
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A funcio InsereArvoreBB() chamaafuncio ConstroiNoArvoreBB(), definida a seguir, para criar um né de
uma drvore bindria. A fungao ConstroiNoArvoreBB() possui um tnico parimetro — item — que representa
o conteddo efetivo do né que serd criado e cujo enderego serd retornado. Essa fun¢do ¢ definida com static
porque ela ndo serd de interesse de nenhum programa-cliente.

static tArvoreBB ConstroiNoArvoreBB(tCEP_Ind 1item)

{
tArvoreBB no;
no = malloc(sizeof(tNoArvoreBB)); /* Tenta alocar o novo né */

/* Se nao houve alocacao, aborta o programa */

ASSEGURA(no, "Erro: Nao foi possivel alocar no'");
no->conteudo = item; /* Preenche o conteudo do né */
no->esquerda = NULL; /* Este né ainda ndo tem filho */
no->direita = NULL;
return no;

}

Remocdo

A fungio RemoveArvoreBB (), apresentada adiante, remove um né de uma drvore bindria de busca levando em
consideragdo os trés casos discutidos acima. Essa fun¢do usa os seguintes pardmetros:
B arvore (entrada/saida) — endereco do ponteiro que representa a drvore na qual serd feita a remogio
B chave (entrada) — chave do né a ser removido

A fungio RemoveArvoreBB() retorna 0, se a remogio for bem-sucedida, ou 1, se 0 né a ser removido nio for
encontrado.

int RemoveArvoreBB(tArvoreBB *arvore, tCEP chave)
{
tArvoreBB p, /* Apontara para o né que sera removido */
q, /* Apontara para o pai de p */
subs, /* Apontara para o né que substituira p */
filho, /* 0 filho esquerdo de 'subs' */
paiy /* O pai de 'subs' */
int compara; /* Resultado da comparagcao de duas chaves */

*arvore; /* Comegca a busca na raiz da arvore */
NULL; /* A raiz nao tem pai */

2 T
Inn

/* Procura o n6 a ser removido. 0 lago encerra quando */
/* esse né ou um ponteiro nulo for encontrado. i/
while (p) {
/* Compara a chave que sera removida com a chave do né corrente */
compara = strcmp(chave, p->conteudo.chave);

/* Verifica se a chave foi encontrada */
if (!compara)
break; /* Chave encontrada */

/* Faz q apontar para o né para o qual p aponta antes de alterar o valor de p */

q = p;
/* Se a chave procurada for menor do que a chave do né corrente, */
/* desce-se pela subarvore esquerda. Caso contrario, desce-se w5/
/* pela subarvore direita. 2/

p = compara < © ? p->esquerda : p->direita;
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/* Se a chave nao foi encontrada, a tarefa esta encerrada */
if (!p)
return 1; /* Nao ocorreu remogao */

/*************************************************************************/

/* Neste ponto, p aponta para o né que sera removido e q aponta para seu */
/* pai. O proximo passo é encontrar o no que substituira o né apontado x/

/* por p. O ponteiro 'subs' apontara para esse né substituto. x/
/*************************************************************************/

/* Faz 'subs' apontar para o né que substituira p */
if (!p->esquerda)
/* 0 né a ser eliminado nao possui nenhum filho ou s6 tem */
/* filho a direita. Esse filho ocupara o lugar do seu pai. */
subs = p->direita;
else if (!p->direita)
/* 0 n6 a ser eliminado s6 tem filho a esquerda. */

/* Esse filho ocupara o lugar do seu pai. */
subs = p->esquerda;
else {
/* p tem dois filhos. Neste caso, faz-se 'subs' apontar para o sucessor */
/* em ordem infixa de p e '"pai' apontar para o pai de 'subs'. */
pai = p;

subs = p->direita;
filho = subs->esquerda; /* 'filho' é sempre o filho a esquerda de 'subs' */

/* Faz 'subs' apontar para o sucessor em ordem infixa de p e 'pai' */

/* apontar para o pai de 'subs'. Usa-se o ponteiro 'filho' para x/

/* descer na arvore sempre a esquerda até que 'filho' seja NULL. x/
while (filho) {

pai = subs;

subs = filho;

filho = subs->esquerda;

1
/* Neste ponto, sabe-se que 'subs' é o sucessor em ordem infixa */
/* de p. Se 'pai' e 'p' estiverem apontando para o mesmo né, */
/* 'subs' nao tem filho a esquerda. *x/

if (pai != p) {
/* Faz com que o filho direito de 'subs' */
/* torne-se o filho esquerdo de 'pai' */
pai->esquerda = subs->direita;

/* Substitui o filho direito de 'subs' pelo filho direito */
/* de p, que aponta para o né a ser removido x/
subs->direita = p->direita;

/* Substitui o filho esquerdo de 'subs' pelo filho esquerdo de p */
subs->esquerda = p->esquerdaj
} /* else */

/*** Faz o né apontado por 'subs' ocupar o lugar do n6é apontado por p ***/

/* Verifica se o n6 a ser removido é a raiz pois a remogao da raiz é especial */
if (!q) /* 0 né removido era a raiz */

*arvore = subs;
else if (p == g->esquerda)

g->esquerda = subs; /* 0 filho esquerdo de q sera removido */
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else
g->direita = subs; /* O filho direito de q sera removido */

free(p); /* Libera o né removido */

return 03 /* A remogdo foi bem sucedida */

}

A fung¢io RemoveArvoreBB() ¢ relativamente complexa, mas, por outro lado, seu entendimento ¢é crucial para
assimilar operagoes sobre as drvores de busca mais sofisticadas que serdo discutidas mais adiante. Para facilitar
o entendimento dessa fun¢io, ¢é atil dividir suas instrugoes em duas partes:

1. A primeira parte consiste em procurar o né que deve ser removido, que ¢ aquele que contém a chave

especificada como pardmetro da referida funcio. Essa parte encerra com a instrugio if:
if (!p)
return 1;

Essa instrugdo encerra a funcio RemoveArvoreBB() quando o né procurado nio é encontrado, pois,
obviamente, 0 né sé poderd ser removido se ele for encontrado. Agora, considerando o Caso 3 de re-
mogio descrito acima e ilustrado na Figura 4-13, a Figura 4-17 mostra a situagdo ao final da execu-
a0 dessa primeira parte da fungio.

*arvores q—> <«—*arvore

while (p) {
compara = strcmp(chave, p->conteudo.chave);

if (!compara)
breaks
q = p;
p = compara < 0 ? p->esquerda : p->direitas

}

if (!p)
return 13

Ficura 4-17: Acio pa Funcio pe Remocio be N6s Numa Arvore BINARIA DE Busca 1
2. A segunda parte da fungio comega na instrugio if que segue a instrugio if discutida acima. E essa
parte que, efetivamente, lida com a remogao do né apds ele ter sido encontrado. Para facilitar a dis-
cussdo que seguird, essa parte ¢ reproduzida abaixo sem os comentdrios que a acompanham na funcgio

RemoveArvoreBB().
1. if (!p->esquerda)
2. subs = p->direita;
3. else if (!p->direita)
4, subs = p->esquerda;
5. else {
6. pai = p;3
7. subs = p->direita;
8. filho = subs->esquerda;
9.
10. while (filho) {
11. pai = subs;
12. subs = filho;
13. filho = subs->esquerda;

14. }
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15.

16. if (pai != p) {

17. pai->esquerda = subs->direita;
18. subs->direita = p->direita;
19. }

20.

21. subs->esquerda = p->esquerda;
22. }

23.

24, if (!q)

25. *arvore = subs;

26. else if (p == q->esquerda)

27. q->esquerda = subs;}

28. else

29. g->direita = subsj

30.

31. free(p);

Quando o né a ser removido nio possui nenhum filho (Caso 1) ou possui apenas filho direito (Caso 2), a con-
di¢do da instrugao if na Linha 1 ¢ satisfeita, de modo que a instrugao na Linha 2:

subs = p->direita;

é executada. Essa tltima instrugao faz com que o ponteiro subs aponte para o filho direito do né a ser removi-
do. Se esse né nio possuir filho direito subs assumird NULL. Adiante, o né apontado pelo ponteiro subs ird
substituir o né ora sendo removido. O fato de esse ponteiro ser NULL nao afeta o resultado que serd obtido,
como serd visto.

Quando o né a ser removido possui apenas filho esquerdo (Caso 2, novamente), a seguinte instruc¢io (Linha
4) sera executada:

subs = p->esquerda;

Essa instrugio faz com que subs aponte para o filho esquerdo do né a ser removido. Novamente, o né apon-
tado por subs substituird o né que estd sendo removido.

O caso que se pretende escrutinar aqui é o Caso 3, que é o mais complexo. Esse caso ocorre quando o né a ser
removido possui dois filhos e, como foi descrito acima, o né removido deverd ser substituido pelo né que é seu
sucessor imediato. Quando esse caso ocorre, as instrugoes nas linhas de 6 a 23 no trecho de programa acima
sdo executadas. Em resumo, o que essas instrucoes fazem é exatamente encontrar o n6 que é sucessor imediato
do né a ser removido.

Voltando ao processo de remogao do né cuja chave ¢ 1/ e cujo dltimo status foi apresentado na Figura 4-17,
as instrugées nas Linhas 6, 7 e 8:

6. pai = p3
7. subs = p->direita;
8. filho = subs->esquerda;

do trecho de programa em discussdo sio responsdveis pela configuragao apresentada na Figura 4-18.

O préximo trecho da fungio a ser executado é o laco while:

10. while (filho) {

11. pai = subs;
12. subs = filho;
13. filho = subs->esquerda;

14. }
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A execugido desse laco while faz com que os ponteiros subs, pai e filho assumam os valores ilustrados na

Figura 4-19.

pai
subs
filh

= Ps
= p->direita;
o = subs->esquerda}

Q—> <«— *arvore

N6 a ser
removido

hile (filho) {
pai = subs;
subs = filho;
filho =

subs->esquerdas

Ficura 4-19: Acho pa Funcio pe Remocio e Nos Numa Arvore BiNARIA DE Busca 3

O préximo conjunto de instrugdes da fun¢io sob escrutinio a ser executado é:

16. if (pai != p) {

17. pai->esquerda
18. subs->direita
19. }

20.

21. subs->esquerda =

subs->direita;
p->direita;

p->esquerda;

A execucio dessas instrugdes ¢ ilustrada na Figura 4-20.
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if (pai != p) { <«—*arvore
pai->esquerda = subs->direita;
subs->direita = p->direita;

}

subs->esquerda = p->esquerdaj

Néa s'er )
removido

Qpai->esquerda = subs->direita;

@ subs->direita = p->direitas

© subs->esquerda = p->esquerda;

Ficura 4-20: Acio pa Funcio pe Remocio e Nos Nnuma Arvore BiNARIA DE Busca 4
As instru¢des que concluem a remogio sio as seguintes:

24, 1if (!q)

25. *arvore = subs;

26. else if (p == g->esquerda)
27. q->esquerda = subs;

28. else

29. q->direita = subs}

30.

31. free(p);

A Figura 4-21 ilustra a execucio dessas instrugoes.

if (!q) q—}(—*arvore
*arvore = subs}

else if (p == q->esquerda)
q->esquerda = subs;}

else
gq->direita = subs}

free(p);

@ q->direita = subs;
@ free(p);

FiGura 4-21: Acho pA Funcio pe RemocAo be Nos Numa ARVoRE BINARIA DE Busca 5
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4.1.3 Analise
Teorema 4.2: No pior caso, a altura de uma drvore bindria ordindria de busca que armazena n chaves é n.

Prova: O pior caso de uma 4rvore bindria ordindria de busca ocorre quando as chaves sao inseridas em ordem
crescente ou decrescente. Nesse caso, usando o algoritmo padrio de inser¢do, haverd um né em cada
nivel, de modo que a altura da 4rvore serd n. ]

Corolario 4.1: No pior caso, uma opera¢io de busca, inser¢ao ou remog¢io numa drvore bindria ordindria de
busca tem custo temporal (1), em que 1 ¢ o niimero de chaves armazenadas na drvore.

Prova: No pior caso, qualquer uma dessas operagoes requer uma descida até a tnica folha da 4rvore; ou seja,
essa operagdo requer que 7 nds sejam visitados. Logo o custo temporal de qualquer uma dessas opera-
coes é O(n). [

De acordo com o Corolério 4.1, os custos das operacoes de busca, inser¢io ou remogio em 4rvores bindrias

ordindrias de busca nio sao melhores do que os custos correspondentes para listas simplesmente encadeadas.

O mais grave é que esse pior caso nio ¢ improvavel na pratica.

4.2 Rotacdes em Arvores Binarias de Busca

Rotagao ¢ uma operagio que envolve um né de uma drvore bindria de busca e um dos seus filhos, que pode ser
o filho esquerdo ou o filho direito de acordo com o tipo de rotagao. Rotagoes sdo extremamente importantes
no estudo das 4rvores bindrias de busca que serao discutidas nas préximas se¢oes.

Rotagoes alteram as posigoes relativas de alguns nés de uma drvore bindria, de modo que sua configuracio ¢
alterada. O objetivo pritico do uso de rotagoes é reduzir a altura de uma drvore bindria de busca a0 mesmo
tempo que mantém suas propriedades como drvore de busca. Em geral, uma operagao de rotagio eleva um né
(e seus filhos) para o préximo nivel superior da drvore e abaixa outro né para o préximo nivel inferior da drvore.

Existem dois tipos de rotagio: (1) rotagao direita e (2) rotagao esquerda. Numa rotagio direita, o filho es-
querdo de um né gira em torno do seu pai no sentido horirio, como mostra a Figura 4-225/. O pré-requisito

para que uma rotagio direita possa ocorrer é que o referido filho esquerdo exista (i.e., ele nao pode ser nulo).
P P

/
0 @
&

4
§ %

(a) Antes (b) Depois
FiGura 4-22: Rotacio Direrta em ArvoRre BINARIA DE Busca
Na rotagao ilustrada na Figura 4-22, diz-se, informalmente, que ocorre uma rotacio (i direita) do né Y em ror-
no do né X ou, simplesmente, uma rotagio sobre X. Nesse contexto, o né que sofre a rotagio (né Y na figura) é
denominado pivo e seu pai (né X na figura) é denominado raiz. Em outras palavras, de modo mais simples,
pivd é 0 né que sobe um nivel e raiz ¢ o né que desce um nivel.
Numa rotacio direita, ocorre o seguinte:

1. A raiz passa a ocupar o lugar ora ocupado por seu filho direito. Na Figura 4-22, o né rotulado com
X ocupa o lugar do né ocupado pelo né rotulado com C.

[5] Asletras no interior dos nds sao rotulos usados para facilitar as referéncia aos nds aos quais essas letras estao associadas. Ou seja, essas
letras ndo sdo chaves.
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2. O filho direito do antigo filho esquerdo da raiz (na Figura 4-22, ¢ o n6 rotulado com B) torna-se o
filho esquerdo da raiz.

3. O filho esquerdo da raiz ocupa o lugar dantes ocupado pela raiz. Na Figura 4-22, o né rotulado com
Y ocupa o lugar do né ocupado pelo né rotulado com X.

4. O ponteiro p que apontava para a antiga raiz (i.e., X) passa a apontar para a nova raiz (i.e., Y).

Numa rota¢io esquerda, o filho direito de um né gira em torno do seu pai no sentido anti-horédrio, como mos-
tra a Figura 4-23. O pré-requisito para que uma rotagio esquerda possa ocorrer é que o referido filho direito

exista (i.e., ele ndo pode ser nulo).
p P

/

N - &
JAN

(a) Antes (b) Depois
Ficura 4-23: RotacAo Esquerpa EM ARVORE BINARIA DE Busca

Na rotagio ilustrada na Figura 4-23, diz-se, informalmente, que ocorre uma rotagio (i esquerda) do né Y em
torno do né X ou, simplesmente, uma rotagdio sobre X.

Numa rotagio esquerda, acontece o seguinte:
1. A raiz ocupa o lugar do filho esquerdo. Na Figura 4-23, o né X ocupa o lugar do né 4.
2. O filho esquerdo do filho direito da raiz (na Figura 4-23, é o n6 B) torna-se o filho direito da raiz.
3. O filho direito da raiz ocupa o antigo lugar da raiz. Na Figura 4-23, né rotulado com Y ocupa o lugar
do né outrora ocupado pelo né rotulado com X.

4. O ponteiro p que apontava para a antiga raiz (X) passa a apontar para a nova raiz (V).

Descritas em palavras, as rotagdes acima parecem ser complicadas. Mas, se vocé utilizar ilustragoes graficas co-
mo as ultimas duas figuras, verd que elas sao bastante simples de entender. Numa rotacio direita, por exemplo,
o filho esquerdo (i.e., Y) da raiz (i.e., X) gira de modo que seu pai se torna seu filho direito. Como um né nio
pode ter dois filhos direitos, o antigo filho direito de Y (i.e., B) se torna filho esquerdo de X. E nio poderia
ser diferente, pois X j possui filho direito. Um raciocinio similar pode ser empregado para melhor entender a
rotacdo esquerda.

Em representagoes graficas de drvores que ilustram rotagoes, tipicamente, em vez de nds, frequentemente, uti-
lizam-se tridngulos para representar os filhos dos nés protagonistas das operagoes de rotacio (esses nds estio
representados com uma cor mais escura na Figura 4-22 e na Figura 4-23). Esses tridngulos representam sub-
drvores das quais os nds protagonistas das rotagoes sao raizes. Essas subdrvores podem consistir de um tnico né
ou até ser vazias. Quando uma tal subdrvore nio ¢ vazia, os niveis de seus nés podem aumentar ou diminuir.
A Figura 4-24 ilustra as rotagoes direita e esquerda utilizando essa notagao.

Supondo que chaves(A,) seja o conjunto de chaves da subdrvore 4, e chave(n) seja a chave do né n, tem-se
que, na Figura 4-24, a seguinte relacio ¢ vélida antes e depois de uma rotagao esquerda ou direita:

chaves(A J< chave(y) < chaves(A2) < chave(x) < chaves(Aj)

A Figura 4-25 ilustra a preservagio dessas propriedades durante uma rotagio.

E importante observar que a ordem de visitagao de nés num caminhamento infixo é preservada quando se faz
uma rota¢ao esquerda ou direita em torno de qualquer né de uma drvore bindria. Portanto uma drvore bindria
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de busca permanece sendo uma drvore de busca apés qualquer operagao de rotagio esquerda ou direita em tor-
no de um de seus nds (v. Segao 4.1.1).

) y
Rotacao Direita > \°

O A /AN
-Rotagaozluerda A A

FiGURA 4-24: Rotacoes Em ARVORE BINARIA DE Busca
Chaves maiores

y < X do que X
Chaves menores (haves maiores
doquey V‘ do que y e meno-
res do quex

Rotacao Dlrelta Rotacao Esquerda

y

Chaves menores \y <X

do quey ~ A ° Chaves maiores

Chaves maiores do do quex

quey e menores ’\ 4)

do quex
FiGurA 4-25: PRESERVACAO DE ORDEM EM ROTACOES EM ARVORES BINARIAS DE Busca

A fungao RotacaoDireitaArvoreBB(), apresentada a seguir, implementa a operagao de rotagio direita sobre
a raiz de uma drvore bindria. Nessa fun¢io, o pardmetro e a varidvel local sdo rotulados de acordo com a Figura
4-22, mas, diferentemente do que ocorre nessa figura, x e y s2o ponteiros para nds e nao nés em si. Essa fungao
retorna o enderego da raiz da drvore apds a rotagao. O tipo tArvoreBB ¢ o mesmo definido na Segao 4.1.2.

static tArvoreBB RotacaoDireitaArvoreBB(tArvoreBB x)

{

tArvoreBB y = x->esquerda; /* Guarda o endereco da nova raiz apds a rotagdo*/

/* Garante que é possivel efetuar a rotagao */
ASSEGURA(y, "Rotacao direita impossivel: filho esquerdo e' nulo");

/***********************************************/

/* A ordem das instrugées a seguir é essencial */
hhkkhkkhkkkhkkkhkkkhkkkhkkhkhkkhkhkhkkhkhkkhkkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkkkk
/ /

/* 0 filho direito de y torna-se filho esquerdo de x */
x->esquerda = y->direita;

y->direita = x3 /* x torna-se filho direito de y */

return y; /* Retorna a nova raiz */
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A fungio RotacaoEsquerdaArvoreBB () implementa a operagio de rotagio esquerda sobre a raiz de uma 4r-
vore bindria. Nessa fung¢io, x ¢ y sdo ponteiros para os nés rotulados com X e Y, respectivamente, na Figura
4-23. Essa fungio retorna o endereco da nova raiz da drvore apés a rotagio.

static tArvoreBB RotacaoEsquerdaArvoreBB(tArvoreBB x)

{

tArvoreBB y = x->direita; /* Guarda o endereco da nova raiz apés a rotagao */
/* Garante que é possivel efetuar a rotacao */

ASSEGURA(y, "Rotacao esquerda impossivel: filho direito e' nulo")}
/***********************************************I
/* A ordem das -instrugcdes a seguir é essencial */

/***********************************************/

/* 0 filho esquerdo de y torna-se filho direito de x */
x->direita = y->esquerda;

/* x torna-se filho esquerdo de y */
y->esquerda = x3

return y; /* Retorna a nova raiz */

}

Note que, qualquer que seja o niimero de nés ou altura de uma drvore bindria, uma rotagio esquerda ou direita
de um né dessa drvore tem custo temporal 8(1), pois ela sé envolve a alteragao de alguns poucos ponteiros. Em
drvores bindrias que serdo discutidas nas préximas secoes, sio comuns rotagoes duplas que sao combinagoes
das rotagdes bésicas esquerda e direita discutidas nesta se¢ao. Essas rotagdes duplas também possuem custos
temporais 0(1) pelas mesmas razoes expostas aqui.

Em geral, rotacoes alteram o formato de uma drvore bindria de busca preservando suas propriedades. Elas di-
minuem a altura de uma drvore movendo subdrvores de alturas menores para baixo e subdrvores de alturas
maiores para cima.

4.3 Balanceamento de Arvores Binarias de Busca

O balanceamento de uma drvore bindria de busca ¢ medido pela diferenca entre as alturas de quaisquer duas
de suas subdrvores. Uma drvore bindria perfeitamente balanceada ¢ aquela na qual cada né possui subdrvores
de mesma altura. Tal drvore possui nimero de nés igual a 2¢ — I, em que a é a altura da drvore, conforme foi
mostrado no Apéndice B do Volume 1. Mas esse critério de balanceamento ¢ rigido demais para ser utilizado
na prética e precisa ser relaxado. Quer dizer, nem sempre ¢ vidvel manter uma 4rvore bindria de busca com sua
altura minima, pois o custo computacional pode ser muito elevado.

O fato de uma drvore bindria de busca ser mais eficiente do que uma lista encadeada depende do formato da
drvore. Além disso, uma drvore inicialmente balanceada pode se tornar muito desbalanceada apds experimen-
tar muitas inser¢oes e remogoes. A Figura 4-26 mostra trés drvores bindrias contendo a mesma informagao,
mas com configuragdes bem distintas. Como jd foi discutido, uma drvore inclinada como aquela da Figura
4-26 (a) é praticamente uma lista encadeada. A drvore da Figura 4-26 (b) nio ¢ perfeitamente balanceada,
mas apresenta um balanceamento aceitdvel. Por outro lado, a drvore da Figura 4-26 (c) nio representa o pior
caso de balanceamento, mas seu balanceamento nio pode ser considerado aceitdvel.

Existem vdrias técnicas de balanceamento de drvores bindrias de busca. Arvores com autobalanceamento redu-
zem suas alturas para valores préximos a log, n executando rotagoes quando chaves sio inseridas ou removidas.
O 6nus associado a essas transformacoes ¢ justificado pela aceleragao das operagdes posteriores.
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Ficura 4-26: ARrvoREes DE Busca com DIFERENTES BALANCEAMENTOS

4.4 Arvores AVL

4.4.1 Motivacao e Conceito

Uma 4rvore AVL ¢ uma drvore bindria de busca na qual as alturas de quaisquer duas subdrvores nunca diferem
em mais de /. A denominagio AVL é uma homenagem a Adelson-Velskii e Landis que demonstraram virias
propriedades interessantes dessas drvores. Arvore AVL ¢ também a drvore bindria balanceada de busca mais
antiga usada na prdtica, tendo sido inventada em 1962.

O custo temporal da maioria das operagoes com drvores bindrias de busca ¢ 6(a), em que a é a altura da drvo-
re, que pode se tornar O(n), em que 1 é o nimero de nds, quando a drvore ¢ inclinada (v. Figura 4-7). Nesse
Gltimo caso, uma drvore bindria de busca se comporta como uma lista encadeada. Arvores AVL garantem que
suas alturas sao sempre 0(log n) apds operagoes de inser¢io ou remogio. Portanto operagoes sobre drvore AVL
tém custo temporal O(log n).

Note que toda drvore perfeitamente balanceada também é uma drvore AVL, mas a reciproca nio ¢ verdadeira,
pois drvores perfeitamente balanceadas tém critério de balanceamento mais rigido do que drvores AVL. Por
exemplo, a drvore da Figura 4-27 (a) ¢ AVL, mas nio ¢ perfeitamente balanceada, enquanto a drvore da Figura
4-27 (b) é AVL e também ¢ perfeitamente balanceada.

(a) Arvore AVL (b) Arvore Perfeitamente Balanceada
Ficura 4-27: Arvore AVL e ArRvore PERFEITAMENTE BALANCEADA

O balanceamento de um né ¢ definido como a altura de sua subdrvore esquerda menos a altura de sua subdr-
vore direita. Portanto de acordo com a definigao apresentada acima, cada né de uma drvore AVL tem balance-
amento —/, 0 ou I, conforme sua subdrvore esquerda tem altura menor, igual ou maior do que a altura de sua
subdrvore direita, respectivamente.

A Figura 4-28 ilustra uma drvore AVL. Nessa figura, o niimero no interior de cada né ¢ o balanceamento do né.
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FiGURA 4-28: BALANCEAMENTO DE N6s NumA Arvore AVL

Uma consequéncia imediata da propriedade de balanceamento de drvores AVL é que qualquer subdrvore de
uma drvore AVL é em si uma drvore AVL. Essa propriedade de balanceamento também tem como importante
consequéncia o fato de manter pequena a altura de qualquer drvore AVL, como mostra o Teorema 4.3.
Restabelecer o balanceamento de uma drvore perfeitamente balanceada apés inser¢ao ou remogao de um né
nio ¢é trivial, mas, no caso de drvores AVL, essa tarefa é relativamente facil. Para facilitar as discussoes sobre esse
rebalanceamento as seguintes defini¢oes serdo adotadas:

O Caminho de inserg¢do numa drvore bindria de busca sio os nés visitados desde a raiz da drvore até a
folha na qual serd efetuada a inser¢io de um né [v. Figura 4-29 (a)]. Por outro lado, caminho in-
verso de inserg¢do ¢ um caminho de insergao considerado no sentido oposto (i.e., do tltimo né do
caminho de inser¢io até a raiz).

O Caminho de remogao numa drvore bindria de busca sio os nds visitados desde a raiz da drvore até um
né dessa drvore que serd removido, se esse né for encontrado, ou sao os nds visitados desde a raiz da
drvore até um né nulo, quando o né a ser removido nio for encontrado [v. Figura 4-29 (b)]. Caminho
inverso de remo¢ao ¢ um caminho de remogio considerado no sentido oposto.

Caminho de
insercao \

Caminho de

, remog¢ao
No a ser ¢

removido
Novo no=>:

(a) Caminho de Inser¢ao (b) Caminho de Remoc¢ao
FiGURA 4-29: CamINHO DE INsEr¢A0 E CAMINHO DE REMOCAO

4.4.2 Desbalanceamento Devido a Insercao

Apés um n6 ser inserido, apenas os nés que estao no caminho de inser¢io tém suas subdrvores alteradas. Além
disso, apenas o primeiro né de baixo para cima que se tornou desbalanceado no caminho inverso de inser¢ao
precisa ser rebalanceado (v. adiante).

A Figura 4-30 a seguir ilustra todas as inser¢oes possiveis que podem ser feitas na drvore da Figura 4-28. Nessa
figura, cada inser¢do que resulta numa drvore balanceada ¢ rotulada com B e cada inser¢io que resulta numa
drvore desbalanceada ¢ rotulada com D, (sendo / <i < 12). Note que a drvore torna-se desbalanceada apenas
quando um né ¢ inserido na subdrvore esquerda de um né que tinha balanceamento igual a / ou quando um
né é inserido na subdrvore direita de um né que tinha balanceamento igual a —/. Na Figura 4-30, os nés com
fundos coloridos sdo os nés mais profundos que se tornam desbalanceados em consequéncia de alguma inser-
¢ao abaixo deles.
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FiGura 4-30: Possivers INSERcOES NUMA ARvoORe AVL

2

Para manter uma drvore AVL balanceada apds uma insercio ¢ necessdrio transformar a drvore, de tal modo que:
O O caminhamento em ordem infixa na drvore resultante seja igual ao da 4rvore original (i.e., a drvore
resultante deve continuar sendo uma drvore de busca)

O A drvore resultante permanega balanceada segundo o critério AVL

Os possiveis desbalanceamentos que podem ocorrer em operagoes de inser¢io e remogio sio resumidos a qua-
tro casos. Suponha que z seja o primeiro ancestral de um né w recém inserido que se torna desbalanceado em
virtude dessa inser¢do. Suponha ainda que y seja o filho de z que se encontra no caminho entre w e z e que x
¢ o primeiro neto de z encontrado nesse mesmo caminho. Esses quatro casos de desbalanceamento menciona-
dos serdo descritos a seguir.

Caso 1: Esquerda-esquerda

Esse tipo de desbalanceamento ¢ decorrente de uma insergao na subdrvore esquerda (enraizada em x) de um
n6 (v) que é filho esquerdo de outro né () cujo balanceamento ¢é igual a / (antes da inser¢io). Nesse caso, y ¢
filho esquerdo de z e x ¢ filho esquerdo de y. O rebalanceamento requerido nesse caso ¢ uma simples rotagao a
direita como mostra a Figura 4-31. Nessa figura, os triingulos representam subdrvores ¢ o desbalanceamento
nesse caso ocorre quando hd uma inser¢io na subdrvore 4, ou na subdrvore 4,. A seta para a esquerda nessa
figura indica o né sobre o qual incide a rotacio (i.e., o n6 z)°.

(2) <=

A /a\
(x) A Rotagdo Direita

/AN /A

Ficura 4-31: CoRRECAO DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-ESQUERDA EM ARvVORE AVL

Para tornar a discussio mais palpdvel, a Figura 4-32 mostra de modo mais concreto esse caso de desbalancea-
mento, enquanto a Figura 4-33 apresenta a corregio efetuada para corrigir esse desbalanceamento.

[6] Lembre-se quex,y ez sdo rétulos associados aos nos para facilitar a discusséo (i.e., ndo representam chaves).
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Ficura 4-33: ExempLo DE CORREGAO DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-ESQUERDA

Caso 2: Esquerda-direita

Esse tipo de desbalanceamento é ocasionado por uma inser¢ao na subdrvore direita (enraizada em x) de um
n6 (y) que é filho esquerdo de outro né (z) cujo balanceamento ¢ igual a / (antes da inser¢ao). Aqui, y ¢ filho
esquerdo de z e x ¢ filho direito de y. A Figura 4-34 mostra que o rebalanceamento neste caso requer duas
rotagbes: uma rotagio esquerda seguida de uma rotagao direita. Nessa figura, a inser¢io ocorre na subdrvore 4,
ou na subdrvore 4 e as setas mais escuras indicam os nés sobre os quais incidem as rotagées.

ONa (-
>0 /A ) /o)
A () Rotagéo Esquerda - O A

A\ /) AN

Rotacao Direita )

\

FiGURA 4-34: CoRrrecio DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-DIREITA EM ARVORE AVL

A Figura 4-35 mostra de modo mais concreto esse caso de desbalanceamento, ao passo que a Figura 4-36 ¢
a Figura 4-37 apresentam as correcoes efetuadas para retificar esse desbalanceamento.
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Ficura 4-37: ExempLo DE CORREGAO DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-DIREITA 2

Caso 3: Direita-direita

Esse tipo de desbalanceamento é ocasionado por uma inser¢ao na subdrvore direita (enraizada em x) de um
né (¥) que ¢ filho direito de outro né (z) cujo balanceamento ¢é igual a—/ (antes da inser¢ao). Nesse caso, y é
filho direito de z e x ¢ filho direito de y. Aqui, o rebalanceamento requerido é uma simples rotacio a esquerda,
como mostra a Figura 4-38. Nessa ﬁgura, a inser¢do ocorre na subdrvore 4 ,ou A -

A Figura 4-39 mostra de modo mais concreto esse caso de desbalanceamento, enquanto a Figura 440 apre-
senta a correcio efetuada para corrigir esse desbalanceamento.

Note que o Caso 3 é simétrico ao Caso 1. Quer dizer, a descri¢io do Caso 3 pode ser obtida da descri¢io do Caso
1 trocando-se entre si as palavras direita e esquerda. E o mesmo é o caso das respectivas corregdes desses casos.
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)

Rotacao Esquerda

Ficura 4-40: ExempLo DE CORREGAO DE DESBALANCEAMENTO DIREITA-DIREITA

Caso 4: Direita-esquerda

Este tipo de desbalanceamento decorre de uma inser¢ao na subdrvore esquerda (enraizada em x) de um né (y)
que ¢ filho direito de outro né (z) cujo balanceamento é igual a—/ (antes da inser¢io). Aqui, y ¢ filho direito de
z e x é filho esquerdo. Nesse caso, a corregao necessdria consiste numa rotagao direita seguida de uma rotagio
esquerda. Ambas as rotagoes sao efetuadas sobre o n6 z. A Figura 4—41 ilustra o rebalanceamento necessdrio
nesse caso. As setas pretas nessa figura indicam os nés sobre os quais incidem as rotagoes. Nessa mesma figura,
a inser¢do ocorre na subdrvore 4, ou 4.

A Figura 4-42 mostra de modo mais concreto esse caso de desbalanceamento, enquanto a Figura 443 ¢ a
Figura 4—44 apresentam as correcoes efetuadas para retificar esse desbalanceamento. Note que o Caso 4 ¢ si-
métrico ao Caso 2.
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Ficura 4-43: ExempLo DE CORREGAO DE DESBALANCEAMENTO DIREITA-ESQUERDA 1
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Ficura 4-44: ExempLo DE CORREGAO DE DESBALANCEAMENTO DIREITA-ESQUERDA 2
Em resumo, o procedimento a ser adotado para corrigir um desbalanceamento em virtude de insergio é o seguinte:

1. Se o balanceamento” de um ancestral for maior do que /, entdo tem-se um desbalanceamento es-
querda-esquerda (Caso 1) ou esquerda-direita (Caso 2). Para verificar qual deles se aplica, compara-se
a chave do né recém inserido com a chave do filho esquerdo do ancestral ora escrutinado. Se a chave
recém-inserida for menor do que a chave do referido filho, trata-se do Caso 1 (i.c., esquerda-esquerda)
de desbalanceamento; caso contrdrio, trata-se do Caso 2 (i.e., esquerda-direita).

2. Se o balanceamento de um ancestral for menor do que —/, entdo tem-se um desbalanceamento di-
reita-direita (Caso 3) ou direita-esquerda (Caso 4). Para decidir qual é o caso correto, compara-se a
chave do né recém inserido com a chave do filho direito do ancestral sob escrutinio. Se a chave re-
cém-inserida for menor do que a chave do referido filho, trata-se do Caso 4 (i.e., direita-esquerda) de
desbalanceamento; caso contrdrio, trata-se do Caso 3 (i.e., direita-direita).

O algoritmo de inser¢ao em drvore AVL ¢ apresentado na Figura 4—45.

ALGORITMO INSEREEMARVOREAVL
ENTRADA: O contetido de um novo elemento (nd)
ENTRADA/SAIDA: Uma drvore AVL
Saipa: Um valor informando se a operagao foi bem-sucedida

1. Sea drvore estiver vazia, faca com que o novo né seja a raiz da drvore e retorne infor-
mando o sucesso da operacio

2. Seachave do novo né for igual a chave da raiz, retorne informando o fracasso da operagio

3. Se na chave do novo né for menor do que a chave da raiz, insira-o na subdrvore es-

querda usando INSEREEMARVOREAVL

4. Se na chave do novo né for maior do que a chave da raiz, insira-o na subdrvore direita

usando INSEREEMARVOREAVL
5. Atualize a altura da 4drvore
6. Obtenha o balanceamento (bal) da 4rvore
7. Se bal > 1, faca:
7.1 Sea chave recém-inserida for menor do que a chave da raiz da subdrvore esquerda,
efetue uma rotagao direita na drvore e retorne informando o sucesso da operagio w

7.2 Se a chave recém-inserida for maior do que a chave da raiz da subdrvore esquerda:

FiGURA 4-45: ALcoriTMO DE INsErcAO EM ARVORE AVL

[71 Lembrando: o balanceamento de um no é a altura de sua subarvore esquerda menos a altura de sua subarvore direita.
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ALGORITMO INSEREEMARVOREAVL (CONTINUAGAO)
7.2.1 Efetue uma rotagio esquerda na subdrvore esquerda
7.2.2 Efetue uma rotacio direita na drvore
7.2.3 Retorne informando o sucesso da operagio
8. Sebal < -1, faca:
8.1 Se a chave recém-inserida for maior do que a chave da raiz da subdrvore direita,
efetue uma rotagdo esquerda na drvore e retorne informando o sucesso da operagao
8.2 Se a chave recém-inserida for menor do que a chave da raiz da subdrvore direita:
8.2.1 Efetue uma rotacio direita na subdrvore direita
8.2.2 Efetue uma rotagio esquerda na drvore
8.2.3 Retorne informando o sucesso da operagao

Ficura 4-45 (ConT.): ALGoRITMO DE INsercio Em ArRvore AVL

4.4.3 Desbalanceamento Causado por Remocao

A andlise dos casos de desbalanceamentos de 4rvores AVL em virtude de remocio é semelhante 4 andlise cor-
respondente para inser¢io, mas as correcoes desses desbalanceamentos sao bem mais complicadas porque um
dado desbalanceamento pode se propagar no caminho inverso de remogio até a raiz da drvore. Do mesmo mo-
do que inser¢do, hd quatro casos possiveis de desbalanceamento que podem ocorrer apds a remogio de um né.
Entretanto, diferentemente do que ocorre com inser¢ao, nio ¢ suficiente corrigir o balanceamento do primeiro
né que era ancestral do né removido que se torna desbalanceado em virtude dessa remogio. Quer dizer, apds
corrigir esse balanceamento pode ser necessdrio ainda corrigir nés que sejam ancestrais do né recém-corrigido.
Os casos de desbalanceamento devido a remocgio sio semelhantes aqueles causados por insergao, mas as causas
sao (obviamente) diferentes. Esses casos serdo resumidos a seguir.

Esquerda-esquerda

Esse desbalanceamento ¢é igual ao desbalanceamento de idéntica denominagao que ocorre durante inser¢io, mas
a causa aqui é uma remoc¢io numa subdrvore direita (em vez de uma inser¢ao numa subdrvore esquerda). Uma
rotacdo direita em torno do né que se torna desbalanceado ¢é suficiente para corrigir esse desbalanceamento,
como ilustra a Figura 4—46. Nessa figura, a remocio do né w, que se encontra na subdrvore direita de z, faz
com que esse tltimo né se torne desbalanceado. Essa figura mostra ainda a devida corregio.

FiGURA 4-46: ExempLo DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-ESQUERDA APGS REMOCAO
Esquerda-direita

Esse desbalanceamento ¢ idéntico ao desbalanceamento de mesma denominagio que ocorre durante inser-
¢d0, mas a causa aqui é (novamente) devido a uma remog¢io numa subdrvore direita. Assim como ocorre no
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desbalanceamento idéntico que ocorre durante uma inser¢o, uma rotacio dupla corrige o problema, como

mostra a Figura 4-47.

FiGURA 4-47: ExempLo DE DESBALANCEAMENTO ESQUERDA-DIREITA APGS REMOCAO

Direita-direita

Esse desbalanceamento ¢ idéntico ao desbalanceamento de mesma denominagao que ocorre durante insergao,
porém a causa aqui é uma remogao numa subdrvore esquerda. A Figura 4—48 mostra um exemplo desse caso
de desbalanceamento e sua devida correcio.

= 30)w

No removido

FiGURA 4-48: ExempLo DE DESBALANCEAMENTO DIREITA-DIREITA APOS REMOGAO
Direita-esquerda

Esse desbalanceamento ¢ idéntico ao desbalanceamento de mesma denominagio que ocorre durante insergao,
contudo a causa aqui ¢ uma remogao numa subdrvore esquerda. A Figura 4—49 apresenta um exemplo desse
caso de desbalanceamento e sua respectiva corregio.

FiGURA 4-49: EXeEmpLO DE DESBALANCEAMENTO DIREITA-ESQUERDA APGS REMOCAO

Propagacao de Desbalanceamento

O rebalanceamento de uma drvore AVL apés a remogao de um né ¢ um tanto mais complicado do que apéds
inser¢ao, mas continua envolvendo combinagoes de rotagdes (as vezes, multiplas) esquerdas e direitas de porgoes
da drvore. O algoritmo bdsico de remocio de nds ¢ aquele apresentado na Segao 4.1.2, mas esse algoritmo ¢
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acrescido com porgdes de codigo que realizam o rebalanceamento da drvore. Contudo, assim como ocorre com
inser¢do, nem sempre o rebalanceamento de uma drvore AVL se faz necessdrio apds uma operagao de remogao.

Para entender a razdo pela qual reajustes multiplos podem ser necessdrios, considere o exemplo de remocao

apresentado na Figura 4-50.

FiGura 4-50: Remocio bE N6 Em Arvore AVL com DESBALANCEAMENTO

Quando o né indicado pela seta na Figura 4-50 ¢ removido, o né rotulado como z torna-se desbalanceado
e, de fato, esse ¢ o Unico né que se torna desbalanceado em virtude da referida remocio. Conforme se pode
constatar nessa figura, esse ¢ um desbalanceamento do tipo esquerda-esquerda (Caso 1) que pode ser corrigido
com uma simples rota¢io direita sobre o né z. A remog¢ao do né em questao e a subsequente correcio do des-
balanceamento mencionado sao mostrados na Figura 4-51.

FiGurRA 4-51: CorrecAo PARcIAL APOs REmocAo DE N6 Em Arvore AVL

O problema é que o rebalanceamento mostrado na Figura 4-51 faz com que o n6 contendo a chave 25 (i.e., a
raiz da drvore) se torne desbalanceado. Esse novo desbalanceamento ¢ do tipo direita-direita e é corrigido com
uma Unica rotagao esquerda em torno do né contendo a chave 25, o que resulta na Figura 4-52.

Ficura 4-52: CoRRecio COMPLETA AP6s REmocAo b N6 Em Arvore AVL
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O que esse tltimo exemplo mostra ¢ que apds o balanceamento de um né, pode ser necessério rebalancear al-
guns de seus ancestrais. Assim ¢ necessdrio seguir o caminho desde o dltimo né rebalanceado até a raiz da drvo-
re para checar se esses ancestrais se tornaram desbalanceados e, se for o caso, proceder com a devida correcio.

O algoritmo de remogio em drvore AVL ¢é apresentado na Figura 4-53.

ALGORITMO REMOVEEMARVOREAVL
ENTRADA: A chave do né a ser removido
ENTRADA/SAIDA: Uma drvore AVL
Saipa: Um valor informando o sucesso da operagio
1. Se a drvore estiver vazia, retorne informando que nio houve remogio
2. Se a chave a ser removida for menor do que a chave da raiz, remova-a da subdrvore esquerda
usando REMOVEEMARVOREAVL
3. Caso contrério, se a chave a ser removida for maior do que a chave da raiz, remova-a da subdr-
vore direita usando REMOVEEMARVOREAVL
4. Caso contrdrio, faca:
4.1 Se o né a ser removido for uma folha, remova-a
4.2 Se 0 né a ser removido possuir apenas um filho, substitua o referido né por seu filho
4.3 Se o0 né a ser removido possuir dois filhos:
4.3.1 Substitua o contetdo do né que seria removido pelo contetdo de seu sucessor
4.3.2 Remova o né sucessor usando REMOVEEMARVOREAVL
. Se a drvore ficou vazia, retorne informando o sucesso da remogio
. Atualize a altura da drvore
. Obtenha o balanceamento (bal) da drvore
. Se—1I <bal <1, retorne informando o sucesso da operagio

o 0 N & W

. Se bal > I e o balanceamento da subdrvore esquerda for maior do que ou igual a 0, efetue uma
rotacdo direita na drvore e retorne informando o sucesso da operagao
10. Se bal > 1 e o balanceamento da subdrvore esquerda for menor do que 0:
10.1 Efetue uma rotagio esquerda na subdrvore esquerda
10.2 Efetue uma rotacio direita na drvore
10.3 Retorne informando o sucesso da operagio
11. Se bal < —I e o balanceamento da subdrvore direita for menor do que ou igual a 0, efetue uma
rotacdo esquerda na drvore e retorne informando o sucesso da operagio
12. Se bal < —I e o balanceamento da subdrvore direita for maior do que 0:
12.1 Efetue uma rotagio direita na subdrvore direita
12.2 Efetue uma rotagio esquerda na drvore
12.3 Retorne informando o sucesso da operagio

FiGura 4-53: ALGoriTMo pE Remocio em Arvore AVL
4.4.4 Implementacao
Definicées de Tipos

Para facilitar inser¢oes e remogoes em drvores AVL, um novo campo ¢ adicionado na defini¢io de tipo do né
da drvore. Esse novo campo armazena o valor do balanceamento do né (-1, 0 ou 1). A defini¢io do tipo de né
de uma drvore AVL ¢é apresentada a seguir:
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typedef struct rotNoAVL {
struct rotNoAVL *esquerda, *direita; /* Filhos deste né */
tCEP_Ind conteudo; /* Par chave/indice */
int altura; /* Altura da arvore que tem este né como raiz */
} tNoAVL, *tArvoreAVL;

Busca
Busca em drvore AVL é exatamente igual a busca em drvore bindria ordindria de busca (v. Se¢ao 4.1.2).
Inserc¢do

A fungao InsereAVL (), apresentada a seguir, insere um novo né numa 4rvore AVL. Essa func¢io retorna o en-
dereco da raiz da drvore se a inser¢ao ocorrer, ou NULL se nao houver inser¢ao porque a chave ji se encontra
na drvore. Os parimetros dessa funcio sio:

B arvore (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a inser¢ao

B *conteudo (entrada) — contetido do né que serd inserido

tArvoreAVL InsereAVL(tArvoreAVL arvore, const tCEP_Ind *conteudo)
{
int bal, /* Balanceamento de um né */
comparaj /* Comparacao de duas chaves */

/* Se a arvore estiver vazia, o novo n6é sera a raiz da arvore */
if (l!arvore)
return NovoNoAVL (conteudo) ;

/* Compara a chave do né a ser inserido com a chave do né corrente */
compara = strcmp(conteudo->chave, arvore->conteudo.chave)

if (compara < 0)

arvore->esquerda = InsereAVL(arvore->esquerda, conteudo)
else if (compara > 0)

arvore->direita = InsereAVL(arvore->direita, conteudo);
else

return NULL; /* Chave ja existe */

/* Atualiza a altura desta arvore */
arvore->altura = MAIOR(AlturaAVL(arvore->esquerda), AlturaAVL(arvore->direita))+1;

bal = BalanceamentoAVL(arvore); /* Obtém o balanceamento da arvore */
/* Examina os 4 casos possiveis de desbalanceamento */

if (bal > 1) {
/* Desbalanceamento esquerda-esquerda ou esquerda-direita */

compara = strcmp(conteudo->chave, arvore->esquerda->conteudo.chave);

if (compara < 0) /* Caso esquerda-esquerda */
return RotacaoDireitaAVL(arvore);

if (compara > 0) { /* Caso esquerda-direita */
arvore->esquerda = RotacaoEsquerdaAVL(arvore->esquerda)
return RotacaoDireitaAVL(arvore);

if (bal < -1) {
/* Desbalanceamento direita-direita ou direita-esquerda */

compara = strcmp(conteudo->chave, arvore->direita->conteudo.chave);
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if (compara > 0) /* Caso direita-direita */
return RotacaoEsquerdaAVL (arvore)

if (compara < 0) { /* Caso direita-esquerda */
arvore->direita = RotacaoDireitaAVL(arvore->direita);
return RotacaoEsquerdaAVL (arvore)

}
}

return arvorej /* Nao ocorreu desbalanceamento */
}
A macro MAIOR invocada por InsereAVL() resulta no maior de dois nimeros e sua implementagio ¢ trivial.
Por sua vez, a fungio BalanceamentoAVL (), que é chamada por InsereAVL() para calcular o balanceamento
de um né, é implementada como:

static int BalanceamentoAVL (tArvoreAVL pNo)
{

}

A func¢io AlturaAVL() chamada por InsereAVL() e BalanceamentoAVL() para calcular a altura de uma
drvore AVL é trivial, pois simplesmente nao hd o que calcular visto que a altura de cada né é armazenada no
proprio né. Assim a fungio AlturaAVL() ¢é implementada como:

return pNo ? AlturaAVL(pNo->esquerda) - AlturaAVL(pNo->direita) : 03

int AlturaAVL(tArvoreAVL arvore)
{

return arvore ? arvore->altura : 03

}
Remogd_o

A implementacio de uma fungio iterativa para remogao em drvores AVL que leve em consideracio o que foi
exposto ¢ bastante complicada. Portanto novamente, serd dada preferéncia a uma implementacio recursiva que ¢
relativamente mais ficil de entender, implementar e, a0 mesmo tempo, ¢ menos sujeita a erros de programagao.
Usando uma implementagio recursiva da fungio que efetua a remog¢io de um né de uma drvore AVL, todos
os enderegos dos nds ancestrais do né removido sio armazenados na pilha de execugdo e podem ser acessados
durante a fase de decréscimo da fun¢io. Em caso de dividas na implementagao dessa fungio, sugere-se que o
leitor consulte o Capitulo 4 do Volume 1 desta obra.

A fungao RemoveAVL (), apresentada adiante, remove um né de uma drvore AVL. Essa fun¢io retorna o endere-
¢o da raiz da drvore ap6s a conclusao da operagio, se a remogao for bem-sucedida ou NULL, se a drvore estiver
vazia, se ela se tornar vazia apds a remogao ou se a chave nio for encontrada. Os parAmetros dessa fungao sio:
B arvore (entrada) — ponteiro que representa a drvore na qual serd feita a remogao
B chave (entrada) — a chave do né a ser removido

tArvoreAVL RemoveAVL (tArvoreAVL arvore, tCEP chave)

{
int bal, /* BalanceamentoAVL de um no */
comparaj /* Comparacao de duas chaves */
tArvoreAVL p; /* Ponteiro auxiliar */

if (!arvore) /* Se a arvore estiver vazia, ndao ha remogao */
return NULL;

/* Compara a chave do né a ser removido com a chave do né corrente */
compara = strcmp(chave, arvore->conteudo.chave)
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if ( compara < 0 )
/* 0 n6 a ser removido se encontra na subarvore esquerda */
arvore->esquerda = RemoveAVL (arvore->esquerda, chave);
else if( compara > 0 )
/* 0 né a ser removido se encontra na subarvore direita */
arvore->direita = RemoveAVL (arvore->direita, chave);
else {
/* Chave encontrada. Este é o né a ser removido */

/* Se o n6 possui apenas um filho ou ndo possui nenhum */

/* filho, p apontara para o né a ser removido &y
if( (!arvore->esquerda) || (!arvore->direita) ) {

p = arvore->esquerda ? arvore->esquerda : arvore->direita;

if(!p) { /* N6 ndo possui filhos */
p = arvore;
arvore = NULL;
} else /* N6 possui um uUnico filho */
/* Copia o conteudo do filho Unico para o pai */
*arvore = *pj

free(p); /* Libera o devido né */
} else { /* N6 possui dois filhos */
/* Obtém o sucessor em ordem infixa do né a ser removido */
p = MenorNoAVL (arvore->direita);

/* Copia o conteudo do sucessor para o né que seria removido */
arvore->conteudo = p->conteudo;

/* Remove o referido sucessor */
arvore->direita = RemoveAVL (arvore->direita, p->conteudo.chave);

/* Se a arvore s6 tinha um n6 e ele foi removido, o servigco estad completo */
if (l!arvore)
return arvore;

/* Atualiza a altura do né corrente */
arvore->altura = MAIOR(AlturaAVL(arvore->esquerda),
AlturaAVL(arvore->direita)) + 1;

/* Obtém o balanceamento desta arvore para */
/* verificar se ela se tornou desbalanceada */
bal = BalanceamentoAVL (arvore);

/* Examina os 4 casos possiveis de desbalanceamento */

/* Caso esquerda-esquerda */
if (bal > 1 &% BalanceamentoAVL (arvore->esquerda) >= 0)
return RotacaoDireitaAVL(arvore);

/* Caso esquerda-direita */

if (bal > 1 &% BalanceamentoAVL (arvore->esquerda) < 0) {
arvore->esquerda = RotacaoEsquerdaAVL(arvore->esquerda);
return RotacaoDireitaAVL(arvore);

/* Caso direita-direita */
if (bal < -1 && BalanceamentoAVL (arvore->direita) <= 0)
return RotacaoEsquerdaAVL(arvore);
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/* Caso direita-esquerda */

if (bal < -1 &% BalanceamentoAVL (arvore->direita) > 0) {
arvore->direita = RotacaoDireitaAVL(arvore->direita);
return RotacaoEsquerdaAVL(arvore);

}

return arvore; /* Nao ocorreu desbalanceamento */

}

4.4.5 Analise
Teorema 4.3: A altura de uma drvore AVL contendo 7 elementos é O(log n).

Prova: Suponha que 7, seja o niimero minimo de nés de uma arvore AVL com altura a. Entao, de acordo com
a defini¢ao de drvore AVL, o valor de n_ é determinado pela seguinte relagao de recorréncia:

n =na71+na72+1

a

sendo que n, = 0 e n, = I sao as condigoes iniciais dessa relagao de recorréncia.

Resolvendo-se essa relagao de recorréncia®, obtém-se os seguintes limites para a altura a de uma drvore
AVL em fungio de seu niimero de nés n:

login + 1) <a < 1,44-logn + 2) — 0,328
Esse resultado significa que a altura @ de uma 4rvore AVL contendo n nés é O(log n). ]

Teorema 4.4: No pior caso, uma operagao de busca, inser¢ao ou remogao em drvore AVL tem custo tempo-
ral O(log n).

Prova: Qualquer operacio bdsica de tabela de busca implementada como drvore AVL (i.e., busca, insercio e
remogao) tem, no pior caso, custo temporal f(a), em que a é a altura da drvore. Mas, como foi prova-
do na Segédo 4.4.1 que a ¢ O(log n), tem-se que cada uma dessas operacoes bdsicas tem custo temporal
O(log n). No caso de inser¢ao e remogio, esse custo, por enquanto, é parcial, pois faltou levar em con-
sideracio o rebalanceamento da drvore.

Conforme foi visto na Se¢ao 4.2, operagdes de rotagio apresentam custo temporal (1), pois uma ro-
tagdo altera apenas alguns ponteiros. Os célculos de balanceamento apés operagoes de insercio e re-
mogao também tém custo temporal O(1), pois eles s6 envolvem operagoes aritméticas elementares. No
pior caso, os ajustes de balanceamento numa drvore AVL devido a operagdes de inser¢ao e de remogio
acrescentam um fator f(log n) aos custos temporais dessas operagdes. Portanto pela regra da soma da
andlise assintética, tem-se que o custo temporal de cada operagio bdsica ¢ O(log n). [
Conforme foi visto no Capitulo 12 do Volume 1, a altura minima de uma drvore bindria é |log, n + 1. Agora,
como mostra a Figura 4-7, quando chaves ordenadas sao inseridas numa drvore ordindria de busca, a drvore
obtém sua altura méxima que corresponde exatamente ao ntimero de nds da 4rvore. A diferenca entre uma 4r-
vore com altura mdxima e uma drvore com altura minima pode ser gigantesca. Por exemplo, uma drvore bindria
com altura maxima /.000.000 tem altura minima igual a 20 (que ¢ igual a |log, 1000000 + ).
Devido ao uso de um campo adicional que armazena a altura em cada né, drvores AVL consomem mais espa-
¢o do que drvores bindrias ordindrias de busca. Mesmo assim, os dois tipos de drvores possuem custo espacial
O(n), visto que o espaco adicional nao altera o custo espacial, pois toda implementagao encadeada de tabela de
busca vista até aqui tem custo espacial (n).
As operagoes de inser¢io e remogio exibem um custo adicional 8(log n) devido ao uso de recursao. Esse custo
espacial ¢ desprezivel na prética. Por exemplo, uma remo¢io numa drvore AVL contendo 1.000.000 requer o
empilhamento de apenas cerca de 20 registros de ativac¢io na pilha de execucio.

[8] No Apéndice B do Volume 1, é apresentada uma breve introducao a relacdes de recorréncia homogéneas, o que ndo é o caso aqui, pois
essa relacdo de recorréncia é heterogénea e sua resolucédo estd além do escopo deste livro.
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A Tabela 4-1 resume os custos temporais das operacoes bdsicas em tabelas de busca implementadas como 4r-

vores AVL.

OpreracA0 Custo DA OPERACAO CusTo DO BALANCEAMENTO CusTo

Busca O(log n) Ndo ha O(log n)
INSERGAO O(log n) O(log n) O(log n)
RemocAo O(log n) O(log n) O(log n)

TaBeLA 4-1: Custos TEmPoRAIs DE OPERACOES com ARvores AVL

A Tabela 4—2 resume as razoes favordveis e contrarias ao uso de arvores AVL

PRros CONTRAS

Todas as operagdes tém, no pior caso, custo tem- | Algoritmos de inser¢io e remogao sao dificeis de
poral @(log n), pois arvores AVL estao sempre | implementar e depurar. Notadamente, se eles nio
balanceadas forem recursivos

As operacoes de rebalanceamento acrescentam
apenas um fator constante aos custos das opera- [ O custo espacial é 6(n)
¢oes de insercio e remogao de nds

TaBELA 4-2: PRrOs E ConTRAs DE ARVORES AVL

4.5 Arvores Binarias Afuniladas

4.5.1 Conceitos

As segoes anteriores mostraram que os custos temporais das operacoes bdsicas em drvores bindrias de busca
podem ser substancialmente melhorados por meio de balanceamento. Mas como serd visto na presente se¢ao,
a eficiéncia dessas operagoes pode ser melhorada nio apenas com balanceamento. A técnica a ser desenvolvida
nesta se¢ao baseia-se no pressuposto de que nem todos os elementos armazenados numa drvore de busca sao
acessados com a mesma frequéncia. Assim de acordo com essa técnica, elementos acessados com maior fre-
quéncia sdo colocados préximos a raiz da drvore.

Uma drvore afunilada (splay tree, em inglés) é uma drvore bindria de busca autoajustdvel no sentido de que
cada operacio de busca, inser¢io ou remogao provoca uma alteracio em seu formato. A denominagio afuni-
lada ¢é derivada do fato de, apds uma dessas operagoes, um elemento ser movido para niveis mais altos e mais
estreitos (i.e., afunilados) da drvore. Mais precisamente, por meio de rotagdes, o dltimo elemento acessado na
drvore ou um de seus parentes é movido para cima e se torna a nova raiz. Arvores afuniladas foram propostas
originalmente por Sleator e Tarjan em 1985 (v. Bibliografia) e boa parte do texto e figuras apresentadas nesta
se¢do sdo baseadas no artigo original desses autores.

Usando essa técnica, denominada afunilamento, pode ser que, eventualmente, elementos acessados ocasional-
mente sejam promovidos para posi¢oes préximas a raiz da drvore de busca, mas a tendéncia é que, na maioria
das vezes, isso ocorra com elementos com grande frequéncia de acesso.

O resultado que se pretende alcancar com drvores afuniladas é o mesmo pretendido com drvores balanceadas
(p. ex., drvores AVL): obter melhor desempenho em operagoes de busca, inser¢ao e remogao. Contudo esses
dois tipos de drvores de busca sao bem diferentes em diversos aspectos. Em primeiro lugar, como foi visto na
Sec¢io 4.3, drvores balanceadas procuram atingir esse objetivo por meio de balanceamento, mas esse nao é o
caso de drvores afuniladas. Quer dizer, uma drvore afunilada nao tem a pretensdo de ser balanceada e pode até
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mesmo apresentar custo temporal semelhante ao custo temporal de uma tabela encadeada no pior caso [i.e.,
O(n)]. Acontece que o principio que norteia drvores afuniladas nao estd associado aos seus formatos, pois ele ¢
baseado no conceito heuristico de localidade de referéncia (v. Se¢ao 1.5) e nio no conceito de balanceamen-
to. Assim do mesmo modo que um sistema de gerenciamento de memoria cache (v. Segao 1.4) é susceptivel
a lapsos de cache, uma drvore afunilada também permite que ocorram operagdes com custo temporal 6(n),
que corresponde ao pior caso. Novamente, assim como ocorre com memoria cache, uma drvore afunilada s6
apresentard bom desempenho se o niimero de operagoes efetuadas no pior caso nio superar a expectativa. Mais
precisamente, apés uma sequéncia de operacoes, os elementos préximos ao topo da drvore devem ser acessados
com mais frequéncia do que aqueles que se encontram em niveis inferiores.

Cada vez que se acessa um né de uma drvore afunilada, executa-se uma alteracio radical na drvore, movendo-se
o nd recentemente acessado para cima, de modo que ele se torna a raiz da drvore modificada. Desse modo, nds
que so frequentemente acessados sao elevados e permanecem préximos da raiz. Nés inativos, por outro lado,
serdo gradativamente colocados cada vez mais longe da raiz.

Arvores afuniladas funcionam bem quando alguns de seus nés sio acessados com mais frequéncia do que outros.
Por exemplo, considere um banco de dados de registros de alunos de uma universidade. Agora, suponha que
um aluno tranque sua matricula por um determinado periodo, de modo que, durante esse periodo, o registro
dele serd acessado com pouquissima frequéncia. Entdo é natural que ele seja mantido distante dos registros dos
alunos regularmente matriculados e que, portanto, sio acessados frequentemente. Quando o aluno mencio-
nado retornar as atividades normais, seu registro passard a ser acessado com mais frequéncia e, 2 medida que ¢
acessado, ele vai se aproximando dos registros mais usados.

Outro exemplo no qual o uso de drvore afunilada é adequado seria um banco de dados de informagoes sobre
filmes. Nesse caso, os registros dos filmes mais populares (i.e., aqueles mais acessados) seriam armazenados em
nés préximos da raiz da drvore, enquanto filmes menos populares seriam armazenados em nds mais profundos.

4.5.2 Afunilamento

Quando se lida com drvores afuniladas, cada operacio de busca, inser¢io ou remogio é combinada com uma
operagio bdsica: o afunilamento de um né. Afunilar um né significa promové-lo a raiz e, nesse processo, ou-
tros nés podem também ocupar niveis mais elevados na drvore. No contexto corrente, um né a ser afunilado ¢
denominado né-alve ou simplesmente alvo. E importante notar que, quando a chave de um né-alvo nio faz
parte de uma drvore, ele passa a ser aquele que foi acessado por tltimo durante uma operacio de busca, inser-
G20 ou remogao.

Uma operagio de afunilamento de um né consiste numa sequéncia de rota¢oes, de modo que, a cada rotagio,
o né-alvo passa para um nivel mais elevado na drvore (i.e., ele fica cada vez mais préximo da raiz da drvore a
cada rotagio).

As rotagoes necessdrias para afunilamento de um né dependem das posicoes relativas entre ele, seu pai e seu
avd. Nos casos que serdo descritos a seguir, suponha que R é o né-alvo, Q é seu pai e P é seu avo. Se o n6 R for
a prépria raiz da drvore, nao haverd nenhum reajuste. Caso contrério, existem trés casos de reajuste que serao
discutidos abaixo.

Antes de prosseguir, lembre-se que o afunilamento de um né nio tem como objetivo balancear a drvore da
qual ele faz parte, embora isso eventualmente possa ocorrer. Quer dizer, apesar de afunilamento utilizar rota-
¢oes, como ocorre com drvores AVL, essas operagoes sao usadas aqui para elevar o nivel de um né e nio para
rebalancear uma drvore.



4.5 Arvores Binarias Afuniladas | 235

Caso 1: 0 Alvo E Filho da Raiz (Zig e Zag)

Nesse caso, o pai Q de R (o alvo do afunilamento) ¢é a raiz da drvore e uma rotagao simples a direita ou 2 es-
querda ¢ suficiente. O tipo de rota¢io depende do fato de R ser filho esquerdo (que requer rotagio direita) ou
direito (que requer rotagio esquerda) de Q. A Figura 4-54 ilustra essas situacoes e os respectivos afunilamentos.

0 Hzlig > 2 w ||Z|ag > (»)
A A ©® A @ OGN
AN
B c B c A A

(a) Caso 1A: Rotacao Direita (Zig) (b) Caso 1B: Rotacao Esquerda (Zaq)
Ficura 4-54: Casos DE AFUNILAMENTO ZIG E ZAG

No jargao de drvores afuniladas, a rotagao para a direita é denominada zig, enquanto a rotagao para a esquerda
¢ denominada de zag.

Caso 2: Configura¢do Homogénea (Zig-zig e Zag-zag)

Existem duas situagdes nesse caso:

O Caso 2A: R ¢ filho esquerdo de O, que ¢ filho esquerdo de P. Nessa situacio, sio efetuadas duas rota-
¢oes a direita, denominadas em conjunto como zig-zig. A Figura 4-55 mostra essa situagio.

(P)

Ficura 4-55: Caso DE AFUNILAMENTO 2A (Z1G-ZIG)

O Caso 2B: R ¢ filho direito de O, que é filho direito de P. Nesse caso, sio efetuadas duas rotagoes a es-
querda, denominadas zag-zag, como mostra a Figura 4-56.

Ficura 4-56: Caso DE AFUNILAMENTO 2B (ZAG-zAG)

Observe que, nesses dois ultimos casos, a primeira rotagao gira Q (o pai) em torno de P (o avo) e a segunda ro-
tagao, gira R (o filho) em torno de O (o pai), de modo que, ao final, 0 né R é movido dois niveis acima. Note
ainda na Figura 4-55 e na Figura 4-56 que a primeira rotagio tende a balancear a drvore, mas a segunda ro-
tagdo tende a desbalanced-la. Portanto esses dois tipos de rotagiao nao possuem correspondéncia para drvores
balanceadas, como drvores AVL (v. Segio 4.5). Ou seja, uma operagio zig-zig é diferente de uma rotagao direita
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dupla de um mesmo né frequentemente usada com drvores AVL, como mostra a Figura 4-57. De modo se-
melhante, zag-zag ¢ diferente de uma rotagao esquerda dupla de um mesmo né.

/’ (®)
A Zig o A Zig A o
i } % mep» @ A
AN [\ /o\

Ficura 4-57: Nem Topa Rotacio Direita DupLa E ZiG-ziG

Para evitar o erro mostrado na Figura 4-57, sempre pense em elevar o né-alvo dois niveis em cada caso (exceto
quando resta apenas uma tnica rotacio zig ou zag). Note ainda que sdo apenas os nds no caminho do né-alvo
até a raiz que tém suas posigoes relativas alteradas. Nenhuma das subdrvores dos nés envolvidos diretamente
no afunilamento (mostradas como 4 , B, C ¢ D na Figura 4-56) altera sua forma.

Caso 3: Configurac¢do Heterogénea (Zag-zig e Zig-zag)

Nesse caso, também existem duas situacoes:

O Caso 3A: R é filho direito de O, que ¢ filho esquerdo de P. Nessa situagio, o afunilamento de R requer
uma rotagao esquerda (zag) de R em torno de Q e, em seguida, uma rotagio direita (zig) de R em torno
de P, como ilustra a Figura 4-58. Esse tipo de rotagio ¢ denominado zag-zig.

(P) /’
0 A Zag o A Zig
A 2 1}
AN AN

Ficura 4-58: Caso DE AFUNILAMENTO 3A (ZAG-2ZIG)

O Caso 3B: R ¢ filho esquerdo de O, que ¢ filho direito de P. O afunilamento nesse caso requer uma
rotagao direita (zig) de R em torno de Q e, em seguida, uma rotagao esquerda (zag) de R sobre P. Esse
tipo de rotagdo é denominado zig-zag e ¢ ilustrado na Figura 4-59.

(P) ‘\
2NV O NN gy

FiGURA 4-59: Caso bE AFUNILAMENTO 3B (ZiG-zAG)
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Observe que, nessas duas tltimas situagdes, a primeira rotac¢io gira R em torno de Q e a segunda rotagio gira
R em torno de P, de modo que, ao final, 0 n6 R ¢é elevado dois niveis acima. Essas duas rotagdes tendem a ba-
lancear a drvore e possuem rotagoes correspondentes para drvores AVL (v. Secao 4.4).

Exemplos de Afunilamento

A Figura 460 mostra o afunilamento do né cujo contetido é 70 (com fundo colorido na figura). Por sua vez,
a Figura 4-61 mostra o afunilamento do né cujo contetido é 2/ (com fundo colorido na figura).

(19

Zig-zig

mp @ 63

Ficura 4-61: EXempLO DE AFUNILAMENTO 2

Sempre que um né de uma drvore afunilada é acessado, ele passa a ser a raiz da drvore e esse efeito é obtido por
meio das rotacoes descritas acima. Por outro lado, essas rotacoes tém como efeito colateral a elevacao de niveis
de alguns nés encontrados no caminho que leva até 0 né em questao. Quanto mais profundo for o né acessado,
maior serd o nimero de nds que tém seus niveis elevados, de modo que futuros acessos a esses nds apresenta-
rao menor custo temporal. Além disso, o efeito liquido de um grande nimero de afunilamentos numa drvore
dessa natureza ¢ um balanceamento razodvel da drvore (v. Se¢ao 4.6).

Agora, se vocé ja entende bem sobre rotagdes em drvores bindrias de busca (o que é provavel apds tantas rota-
coes), talvez esteja intrigado com a seguinte pergunta: Ndo ¢ possivel elevar um nd até a raiz simplesmente efetu-
ando rotagoes desse né em torno de seu pai sem ter que se preocupar com posigoes relativas de nds? A resposta a essa
questdo ¢ obviamente sim, visto que, a cada rotagdo, o pivd da rotagio é elevado um nivel acima. Assim de
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rotacdo em rotagdo em torno de seu pai ele acabard chegando até a raiz. Ocorre, porém, que o efeito colateral
desejado nio é obtido. Ou seja, utilizando esse raciocinio os nés préximos ao né afunilado nio ficam cada vez
mais préximos da raiz da drvore como se deseja.

Para entender melhor essa tltima afirmacio, suponha, por exemplo, que se pretenda afunilar o né contendo a
chave ¢, na drvore bindria de busca ilustrada na Figura 4-62 (a). Entao quando esse afunilamento é conduzido
corretamente, a drvore obtida é aquela mostrada na Figura 4-62 (b). Por outro lado, quando a configuracio
da drvore ¢ alterada por meio das rotacdes descritas no pardgrafo anterior, a drvore obtida é aquela mostrada

na Figura 4-63 (b).

(b)
Ficura 4-62: AruniLAMENTO CorreTo DE UM NO

(a) (b)
Ficura 4-63: AFUNILAMENTO INcORRETO DE UM NO

O que se nota nessas duas tltimas figuras é que a drvore obtida por meio das rotagoes descritas antes apresenta
o efeito principal e o efeito colateral desejados. Por outro lado, as rotagées intuitivas descritas acima produ-
ziram apenas o efeito principal desejado que era elevar o né alvo até a raiz. Quer dizer, nés que inicialmente
estavam proximos do né-alvo nio foram elevados junto com ele. Por exemplo, como mostra a Figura 4-63, o
né contendo a chave c, que, inicialmente, estava a dois niveis de distAncia do né afunilado, passou a distar trés
niveis do né afunilado apés as rotagoes equivocadas. E importante notar ainda que a 4rvore da Figura 4-62
(b) ¢ mais bem balanceada do que a drvore da Figura 4-63 (b) e esse ¢ outro efeito colateral importante oca-
sionalmente obtido com as rotacées corretas.
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Embora seja dificil visualizar esses efeitos colaterais estudando-se exemplos pequenos como aqueles apresenta-
dos neste livro, afunilamento tem como efeito secunddrio diminuir aproximadamente pela metade as alturas
dos nés encontrados no caminho que leva a um né-alvo.

A nomenclatura zig, zag, zig-zag etc. utilizada para rotular as operacoes de rotagao descritas acima nao contribui
com nada para o melhor entendimento dessas operagoes. Mas em compensagao, também nao atrapalha. Essa
terminologia foi incluida neste texto porque ela é comumente utilizada em discussoes sobre drvores afuniladas.
No fundo, ela ¢ irrelevante e vocé pode, se preferir, continuar usando esquerda, direita, esquerda-direita etc.

Afunilamentos Ascendente e Descendente

Existem duas maneiras bésicas de afunilar um né. Em ambas, se o né for encontrado, ele é colocado na raiz,
enquanto, se o nd nio for encontrado, o ultimo né acessado durante a busca pelo né-alvo se torna raiz.

O tipo de afunilamento descrito informalmente até aqui ¢ denominado afunilamento ascendente, pois ele
parte do né alvo que pode se encontrar num nivel inferior da drvore e sobe até a raiz que estd no nivel mais
elevado da drvore. Mas existe um outro tipo de afunilamento, denominado afunilamento descendente, que
afunila a drvore & medida que seus nés sdo visitados na busca pelo né a ser afunilado.

A implementacio de afunilamento ascendente nio ¢ tdo trivial quanto parece sugerir a discussio apresentada
no inicio desta se¢do, mas nio ¢ tao dificil de implementar se ela for recursiva. Uma alternativa para imple-
mentagio de afunilamento ascendente é o uso de um ponteiro para o pai de cada né. Essa op¢io acrescenta um
custo extra em termos de espago (porque um campo a mais ¢ usado em cada nd) e tempo de execugio (porque
esse campo adicional precisa ser frequentemente atualizado).

O algoritmo de afunilamento descendente baseia-se no fato de qualquer operagao de busca, inser¢o ou remo-
¢ao requerer afunilamento. Entao por que nio afunilar todos os nés 2 medida que eles sao visitados durante
uma busca pelo né-alvo? Assim procedendo, torna-se desnecessdrio guardar todos enderegos dos nés visitados,
como implicitamente ocorre com o algoritmo de afunilamento ascendente. Portanto o algoritmo de afunila-
mento descendente ¢ relativamente mais eficiente e mais ficil de implementar do que o algoritmo de afunila-
mento ascendente.

A Figura 4—64 apresenta o algoritmo de afunilamento descendente. Esse algoritmo é baseado no artigo original
de Sleator e Tarjan (1985) (v. Bibliografia).

ALGORITMO AFUNILAMENTODESCENDENTE
ENTRADA: A chave (¢) do né a ser afunilado
ENTRADA/SAIDA: Uma 4rvore bindria de busca
1. Se a drvore estiver vazia, retorne

2. Faga dois ponteiros, esq e dir, apontarem para um né auxiliar (n0o4ux) com su-
barvores vazias

3. Enquanto o né contendo a chave a ser afunilada nao for a raiz ou filho da raiz, faga:
3.1 Se c for menor do que a chave da raiz, faca:
3.1.1 Se a subdrvore esquerda da raiz estiver vazia, encerre o laco

3.1.2 Se ¢ for menor do que a chave da raiz da subarvore esquerda
3.1.2.1 Faga uma rotagio direita na drvore
3.1.2.2 Se a subdrvore esquerda ficou vazia, encerre o lago @

Ficura 4-64: ALGORITMO DE AFUNILAMENTO DESCENDENTE
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ALGORITMO AFUNILAMENTODESCENDENTE (CONTINUACAO)
3.1.3 Faga a subdrvore esquerda do ponteiro dir apontar para a drvore
3.1.4 Faca o ponteiro dir apontar para a drvore
3.1.5 Faga o ponteiro que representa a drvore apontar para seu filho esquerdo
3.2 Caso contrério, se ¢ for maior do que a chave da raiz da subdrvore esquerda
3.2.1 Se a subdrvore direita da raiz estiver vazia, encerre o laco
3.2.2 Se c for maior do que a chave da raiz da subdrvore direita
3.2.2.1 Faga uma rotagao esquerda na drvore
3.2.2.2 Se a subdrvore direita ficou vazia, encerre o laco
3.2.3 Faga a subdrvore direita do ponteiro esq apontar para a drvore
3.2.4 Faca o ponteiro esq apontar para a drvore
3.2.5 Faga o ponteiro que representa a drvore apontar para seu filho direito
3.3 Caso contrério (a chave da raiz é igual a ¢), encerre o lago
4. Faca a subdrvore direita do ponteiro esq apontar para o filho esquerdo da drvore
5. Faga a subdrvore esquerda do ponteiro dir apontar para o filho direito da drvore
6. Faca o filho esquerdo da 4rvore apontar para o filho direito de no4ux

7. Faca o filho direito da drvore apontar para o filho esquerdo de noA4ux

Ficura 4-64 (ConT.): ALGORITMO DE AFUNILAMENTO DESCENDENTE

A Figura 4-65 ilustra o funcionamento do algoritmo da Figura 464 no afunilamento do né cujo contetido é
21 (com fundo colorido na figura). Note que esse é o mesmo exemplo de afunilamento ascendente apresentado
na Figura 4-61 e que as drvores resultantes nos dois exemplos 7do sio iguais (Figura 4—66).

A Figura 4-66 mostra, de maneira mais clara, a drvore resultante do exemplo de afunilamento visto na Figura
4-65. Compare essa tltima drvore com aquela obtida no exemplo da Figura 4—61 e note que elas sao diferen-
tes, apesar de a diferenca entre elas ser infima.

arvore —p esq dir esq
D N ¥ N

noAux. noAux’

Passos
3.1.3,3.14
e3.1.5

n

Ficura 4-65: ExempLo DE AFUNILAMENTO DEScENDENTE DE N6 1
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Passo arvore —p @
3.2.2.1
i

Passos 4,
56e7
(11

Ficura 4-66: ExempLO DE AFUNILAMENTO DESceENDENTE DE N6 2

4.5.3 Operagoes Basicas
Busca

O algoritmo de busca de um né contendo uma chave ¢ é descrito na Figura 4-67.

ALGORITMO BUSCAEMARVOREAFUNILADA
EnTRADA: Uma chave de busca
ENTRADA/SAIDA: Uma 4drvore afunilada

SaipA: O valor associado a chave do né cuja chave casa com a chave de busca ou um
valor informando que a chave nio foi encontrada

FiGURA 4-67: ALGORITMO DE Busca Em ARVORE AFUNILADA
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ALGORITMO BUSCAEMARVOREAFUNILADA (CONTINUACAO)
1. Se a drvore estiver vazia, retorne um valor informando que a chave nio se encon-
tra na arvore
2. Afunile a chave ¢ usando o algoritmo AFUNILAMENTODESCENDENTE (v. Figura 4-64)
3. Compare a chave de busca com aquela que se encontra na raiz:
3.1 Se as chaves forem iguais, retorne o valor associado a chave da raiz
3.2 Se as chaves forem diferentes, retorne um valor informando que a chave nao

se encontra na arvore

FicurA 4-67 (ConT.): ALGORITMO DE Busca Em ARVORE AFUNILADA

Insercdo

O algoritmo de inser¢io de um né contendo uma determinada chave ¢ numa drvore afunilada ¢ descrito na

Figura 4-68.

ALGORITMO INSEREEMARVOREAFUNILADA
ENTRADA: O contetdo de um novo né
ENTRADA/SAIDA: Uma drvore afunilada
SaipA: Um valor informando se a operagio foi bem-sucedida
1. Se a drvore estiver vazia, crie um novo né com o contetido de entrada, torne-o raiz da 4rvore e
retorne informando o sucesso da operagao
2. Afunile a chave ¢ do novo né usando o algoritmo da Figura 4-64
3. Se a chave que se encontra na raiz for igual a ¢, encerre informando que nao ocorreu inser¢io
(pois a chave ¢ considerada primdria)
4. Crie um novo né contendo a chave ¢
5. Se c for menor do que a chave que se encontra na raiz:
5.1 Faca o filho direito do novo né apontar para a raiz
5.2 Faga o filho esquerdo do novo né apontar para o filho esquerdo da raiz
5.3 Torne nulo o filho esquerdo da raiz
6. Se c for maior do que a chave que se encontra na raiz:
6.1 Faga o filho esquerdo do novo né apontar para a raiz
6.2 Faca o filho direito do novo né apontar para o filho direito da raiz
6.3 Torne nulo o filho direito da raiz

7. Faga o ponteiro que representa a drvore apontar para 0 novo nd

FiGURA 4-68: ALGORITMO DE INSERCAO EM ARVORE AFUNILADA

E importante notar que o Passo 5 do algoritmo de insergio apresentado na Figura 4-68 assume que a chave
do né a ser inserido é maior do que a chave do filho esquerdo do né afunilado (que ora se encontra na raiz),
pois, se esse nio for o caso, nio se terd uma drvore bindria de busca ao final do processo de inser¢io. Ocorre,
porém, que, nesse caso, existe uma relagio entre o né a ser inserido e o né afunilado que impede que essa su-
posicio seja contrariada. Para tornar a discussao mais palpdvel, o que se pretende mostrar é que uma situagao
como aquela ilustrada na Figura 4-69 nao pode ocorrer se o Passo 5 do algoritmo sob discussio for seguido.

O que coibe o surgimento de uma situa¢ao como aquela da Figura 4-69 ¢ o fato de existir uma relagao entre o
né a ser inserido e o né que foi afunilado. Ou seja, quando se tenta afunilar um né cuja chave nio se encontra
numa drvore afunilada, o né que é realmente afunilado é o Gltimo né acessado. No caso de inser¢io, esse dltimo
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n6 acessado ¢ aquele que seria pai do né a ser inserido se a inser¢io ocorresse como numa drvore bindria ordi-
ndria de busca. Portanto existem duas relagoes alternativas importantes entre o né ser inserido e o né afunilado:

[1] O né a ser inserido é antecessor imediato do né afunilado (caso ele fosse inserido como filho esquerdo
numa inser¢ao ordindria) ou
[2] O né a ser inserido é sucessor imediato do né afunilado (caso ele fosse inserido como filho direito nu-
ma inser¢do ordindria).
No a ser

inserido?
@

Esta situacao nao /
pode ocorrer \

FiGURA 4-69: CoNFIGURACAO IMPOSSIVEL EM INSERCAO DE NG APOS AFUNILAMENTO

@ <«— No afunilado

Ora, mas se 0 n6 a ser inserido for antecessor imediato do né afunilado, todas as chaves que sio menores do
que a chave do né afunilado também sido menores do que a chave do né a ser inserido. Isso explica por que a
situacdo mostrada na Figura 4-69 nio pode acontecer.

Um raciocinio semelhante é usado para mostrar que, quando a chave do né a ser inserido ¢ maior do que a
chave do né afunilado, o filho direito do né afunilado nao pode ter chave menor do que aquela do né a ser in-
serido. Ou seja, isso mostra que o Passo 6 do algoritmo de inser¢io exibido na Figura 4-68 também ¢ correto.

Remocdo

O algoritmo de remogao de um né contendo uma chave ¢ de uma drvore afunilada é apresentado na Figura 4-70.

ALGORITMO REMOVEEMARVOREAFUNILADA
ENTRADA: A chave (¢) do né que serd removido
ENTRADA/SAIDA: Uma 4rvore afunilada
SaipA: Um valor informando se a operagio foi bem-sucedida
1. Se a drvore estiver vazia, retorne um valor informando que a chave nao se encon-
tra na arvore
2. Afunile a chave ¢ usando o algoritmo da Figura 4-64
3. Sea chave que se encontra na raiz for diferente de ¢, retorne um valor informando
que a chave nio se encontra na 4rvore.

4. Se a chave que se encontra na raiz for igual a ¢, faga o seguinte:
4.1 Se a raiz nao possui filhos:
4.1.1 Remova a raiz
4.1.2 Torne nulo o ponteiro que representa a drvore
4.1.3 Retorne um valor informando o sucesso da operagio @

FiGura 4-70: ALGoriTMo DE REMocio Em ARVORE AFUNILADA
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ALGORITMO REMOVEEMARVOREAFUNILADA (CONTINUACAO)
4.2 Se a raiz possui apenas um filho:
4.2.1 Faga o ponteiro que representa a drvore apontar para o filho da raiz
4.2.2 Remova a raiz
4.2.3 Retorne um valor informando o sucesso da operagao

4.3 Faca dois ponteiros E e D apontarem para as os filhos esquerdo e direito da
raiz, respectivamente

4.4 Libere a raiz. (Neste ponto, obtém-se duas drvores: o ponteiro E aponta para
uma delas e o ponteiro D aponta para a outra. Todas as chaves da primeira 4r-
vore s2o menores do que as chaves da segunda drvore)

4.5 Afunile o né que contém a menor chave na drvore D (ao final, D estard apon-
tando para esse nd)

4.6 Como o ultimo né afunilado nio tem filho esquerdo, faga com que o filho
esquerdo desse né aponte para a drvore apontada por E.

4.7 Faga o ponteiro que representa a drvore apontar para o né apontado por D.

4.8 Retorne um valor informando o sucesso da operagao

Ficura 4-70 (Conr.): ALGorITMO DE REMOCAO EM ARVORE AFUNILADA

4.5.4 Implementacao Descendente
Definicoes de Tipos

Afunilamento descendente nao requer o acréscimo de nenhum campo ao n6 de uma drvore bindria ordindria
de busca, de modo que aqui sero utilizadas as mesmas definigoes de tipos apresentadas na Segao 4.1.2.

Afunilamento

A operagao de afunilamento descendente é implementada pela fungao Afunila() apresentada abaixo. Essa
funcao retorna a raiz da drvore apés o afunilamento e usa os seguintes pardmetros:

B arvore (entrada/saida) — raiz da drvore que serd afunilada

B chave (entrada) — chave do né que serd afunilado

Note que, se a chave nao for encontrada, o Gltimo né acessado se tornard a raiz da drvore. Essa fungio é cha-
mada pelas demais fun¢des que implementam as operacoes bdsicas de busca, inser¢o e remogao.

tArvoreBB Afunila(tArvoreBB arvore, tCEP chave)
{
int comparaj/* Resultado de comparacao de duas chaves */
tNoArvoreBB noAux; /* Um né auxiliar */
tArvoreBB esq, /* Ponteiro auxiliar */
dirs /* Outro ponteiro auxiliar */

/* Passo 1: Se a arvore estiver vazia, retorne */
if (!arvore)
return arvore;

/* Passo 2: Faga 'esq' e 'dir' apontarem para 'noAux' */
esq = dir = &noAux;
noAux.esquerda = noAux.direita = NULL;
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/* Passo 3: Enquanto o no contendo a chave a ser &3/
/* afunilada nao for a raiz ou filho da raiz, fagca */
while(1) {

/* Compara a chave do né a ser afunilado com a chave da raiz */

compara = strcmp(chave, arvore->conteudo.chave);

if

/* Passo 3.1: Verifique se a chave encontra-se na subarvore esquerda */
(compara < 0) {

/* Passo 3.1.1: Se a chave nao se encontra */

/* na subarvore esquerda, encerre o lacgo /]
if (!arvore->esquerda)

breaks

/* Passo 3.1.2: Verifique se a chave é menor do */
/* que a chave da raiz da subarvore esquerda & /]

compara = strcmp(chave, arvore->esquerda->conteudo.chave);

if (compara < 0) {
/* Passo 3.1.2.1: Faga uma rotagao zig na arvore */
arvore = RotacaoDireitaArvoreBB(arvore);
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/* Passo 3.1.2.2: Encerre o lago se a subarvore esquerda ficou vazia */

if (!arvore->esquerda)
break}

/* Passo 3.1.3: Faca a subarvore esquerda */
/* do ponteiro 'dir' apontar para a arvore */
dir->esquerda = arvore;

/* Passo 3.1.4: Fagca o ponteiro 'dir' apontar para a arvore */
arvore;

dir
/* Passo 3.1.5: Fagca o ponteiro que representa */

/* a arvore apontar para seu filho esquerdo /]
arvore = arvore->esquerda;

/* Passo 3.2: Verifique se a chave se encontra na subarvore direita */

} else 1if (compara > 0) {

/* Passo 3.2.1: Se a chave nao se encontra */

/* na subarvore direita, encerre o lago &/
if (!arvore->direita)

breaks

/* Passo 3.2.2: Verifique se a chave é maior do */
/* que a chave da raiz da subarvore direita *x/

compara = strcmp(chave, arvore->direita->conteudo.chave);

if (compara > 0) {
/* Passo 3.2.2.1: Faca uma rotagao zag na arvore */
arvore = RotacaoEsquerdaArvoreBB(arvore)3

/* Passo 3.2.2.2: Encerra o lago se a subarvore direita ficou vazia */

if (l!arvore->direita)
break}

/* Passo 3.2.3: Fagca a subarvore direita do */
/* ponteiro 'esq' apontar para a arvore /]
esq->direita = arvore;

/* Passo 3.2.4: Fagca o ponteiro 'esq' apontar para a arvore */
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esq = arvore;

/* Passo 3.2.5: Fagca o ponteiro que representa */
/* a arvore apontar para seu filho direito &
arvore = arvore->direita;
} else /* A chave ja estd na raiz */
break}

/* Passo 4: Fagca a subarvore direita do ponteiro */
/* 'esq' apontar para o filho esquerdo da arvore */
esq->direita = arvore->esquerda;

/* Passo 5: Fagca a subarvore esquerda do ponteiro */
/* 'dir' apontar para o filho direito da arvore */
dir->esquerda = arvore->direita;

/* Passo 6: Fagca o filho esquerdo da arvore */
/* apontar para o filho direito de 'noAux' */
arvore->esquerda = noAux.direita;

/* Passo 7: Faga o filho direito da arvore */
/* apontar para o filho esquerdo de 'noAux' */
arvore->direita = noAux.esquerda;

return arvore;

}
Busca

A fungio BuscaArvoreFunil() apresentada abaixo implementa a operagao de busca numa 4rvore afunilada.
Essa func¢io usa os seguintes pardmetros:

B arvore (entrada) — drvore que serd pesquisada

B chave (entrada) — chave de busca

A fungao BuscaArvoreFunil() retorna o enderego do contedido que contém a referida chave, se ela for en-
contrada. Caso contrario, ela retorna NULL.

tCEP_Ind *BuscaArvoreFunil(tArvoreBB *arvore, tCEP chave)

{

/* Verifica se a arvore esta vazia */
if (!*arvore)
return NULL; /* A arvore esta vazia */

/* Afunila o n6é que contém a chave de busca */
*arvore = Afunila(*arvore, chave);

/* Se a chave foi encontrada, ela agora esta na raiz */
if (!strcmp(chave, (*arvore)->conteudo.chave))
return &(*arvore)->conteudo;

return NULL; /* A chave nado foi encontrada */
}
Inser¢éo
A fungao InsereArvoreFunil() apresentada abaixo implementa a operagio de insercio de nés numa drvore
afunilada. Essa fungdo usa os seguintes parAmetros:
B *arvore (entrada/saida) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a inser¢io

B *conteudo (entrada) — contetido do né que serd inserido
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A fungéo InsereArvoreFunil() retorna 1, se nao houver insergao porque a chave jé existe, ou 0, se a inser-

¢ao ocorrer.

int InsereArvoreFunil(tArvoreBB *arvore, tCEP_Ind *conteudo)

{
tArvoreBB pNovoNo; /* Ponteiro para né que sera inserido */
int comparaj /* Resultado da comparacadao de duas chaves */
/* Se a arvore estiver vazia torna o novo né sua raiz e retorna */
if (!*arvore) {
*arvore = ConstroiNoArvoreBB(*conteudo)}
return 0;
}
/* Afunila o n6é que contém a chave do n6é a ser -inserido */
*arvore = Afunila(*arvore, conteudo->chave)}
/* Compara a chave do né a ser 1inserido com a chave que */
/* se encontra na raiz da arvore apdés o afunilamento 2/
compara = strcmp(conteudo->chave, (*arvore)->conteudo.chave);
/* Verifica se a chave ja existe */
if (!compara)
return 13 /* A chave ja existe e é primaria */
pNovoNo = ConstroiNoArvoreBB(*conteudo); /* Constr6i o novo né */
/* Faz com que o novo né se torne a raiz da arvore */
if (compara < 0) {
/* */
/* A chave do novo né é menor do que a chave da raiz atual */
/* Faz o filho direito do novo né apontar para a raiz */
pNovoNo->direita = *arvore;
/* Faz o filho esquerdo do novo né apontar */
/* para o filho esquerdo da raiz 2
pNovoNo->esquerda = (*arvore)->esquerda;
(*arvore)->esquerda = NULL; /* Torna nulo o filho esquerdo da raiz */
} else {
/* */
/* A chave do novo né é maior do que a chave da raiz atual */
/* Faz o filho esquerdo do novo né apontar para a raiz */
pNovoNo->esquerda = *arvore;
/* Faz o filho direito do novo né apontar para o filho direito da raiz */
pNovoNo->direita = (*arvore)->direita;
(*arvore)->direita = NULL}
}
*arvore = pNovoNo; /* O novo n6 passa a ser a nova raiz */
return 03 /* Insercao foi OK */
}
Remocdo

A fung¢io RemoveNoArvoreFunil() apresentada abaixo implementa a operagio de inser¢io de nés numa 4r-
vore afunilada. Essa funcio retorna 0, se a remocao for bem-sucedida, ou 1, se 0 né a ser removido nio for
encontrado. Ela usa como pardmetros:
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B arvore (entrada/saida) — endereco do ponteiro que representa a drvore na qual serd feita a remocao
B chave (entrada) — chave do né a ser removido

int RemoveArvoreFunil(tArvoreBB *arvore, tCEP chave)
{
tArvoreBB pE, /* Apontara para o filho esquerdo da raiz */
pD, /* Apontara para o filho direito da raiz */
pS, /* Apontara para o sucessor da raiz */
p; /* Um ponteiro auxiliar */

/* Verifica se a arvore esta vazia */
if (!*arvore)
return 13 /* Nao ha o que remover */

/* Afunila o né que sera removido */
*arvore = Afunila(*arvore, chave);

/* Se a chave foi encontrada, ela agora esta na raiz */
if (strcmp(chave, (*arvore)->conteudo.chave))
return 13 /* Chave nao foi encontrada */

/* */
/* A chave encontra-se na raiz e sera removida a seguir */
/* */

/* Verifica quantos filhos a raiz possui */
if (!(*arvore)->esquerda && ! (*arvore)->direita) {
/* A raiz nado tem filhos logo a arvore ficara vazia apdés a remocdo */
free(*arvore)
*arvore = NULL;
} else if ((*arvore)->esquerda && (*arvore)->direita) {
/* */

/* A raiz tem dois filhos */

pE (*arvore)->esquerda; /* Faz pE apontar para o filho esquerdo da raiz */

pD = (*arvore)->direita; /* Faz pD apontar para o filho direito da raiz */

/* A raiz ja pode ser liberada */
free(*arvore)

/* Obtém o sucessor imediato da antiga raiz */
pS = MenorNoArvoreBB(pD)

/* Afunila o sucessor imediato da antiga raiz */
pD = Afunila(pD, pS->conteudo.chave);

/* Apesar de o sucessor ter sido movido para a raiz, */
/* ele ainda deve ocupar o mesmo endereco em meméria */
ASSEGURA(pS == pD, "Sucessor nao esta' na raiz");

/* 0 n6é apontado por pD nao pode ter filho esquerdo */
ASSEGURA( !pD->esquerda, "Sucessor tem filho esquerdo");

/* Faz com que o filho esquerdo do sucessor */
/* seja a arvore apontada por pE >
pD->esquerda = pE;j

/* Faz o ponteiro que representa a arvore apontar para a nova raiz */
*arvore = pDj
} else {
/* A raiz s6 tem um filho. Esse filho sera a */
/* nova raiz e a raiz antiga sera removida. */
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p = *arvore; /* Guarda o endereco da raiz para remové-la depois */

/* Faz a raiz apontar para seu unico filho */
*arvore = (*arvore)->esquerda ? (*arvore)->esquerda : (*arvore)->direita;

free(p); /* Remove a raiz antiga */

}

return 03 /* A remocao foi bem sucedida */

}

A fun¢io RemoveNoArvoreFunil() chama MenorNoArvoreBB() para encontrar o né que contém a menor
chave de uma drvore bindria de busca. Essa tltima fungao é similar & funcio MenorChaveArvoreBB() que serd
apresentada na Se¢ao 4.7.1.

4.5.5 Analise

Arvores afuniladas apresentam algumas boas propriedades em comparagio com drvores balanceadas, tais como
drvores AVL. Implementac¢ao de drvores afuniladas, por exemplo, é bem mais simples do que implementacoes
de drvores balanceadas.

Arvores afuniladas apresentam 6étima localidade de referéncia (v. Segio 1.5.1) porque o né mais recentemente
acessado passa a ser raiz da drvore, de modo que um acesso subsequente desse né terd custo 6(1), o que mostra
que drvores afuniladas apresentam 6tima localidade temporal. Além disso, nés préximos ao né mais recen-
temente acessado tém seus niveis elevados, o que mostra que drvores afuniladas apresentam étima localidade
espacial. Por causa dessas caracteristicas, drvores afuniladas sio frequentemente usadas na implementagio de
algoritmos de gerenciamento de cache (v. Segao 1.4).

A eficiéncia de uma drvore afunilada nao ¢ derivada de seu formato, como ocorre com drvores balanceadas.
Essa eficiéncia é derivada da mesma heuristica que norteia o conceito de cache. Ou seja o objetivo de um afu-
nilamento ¢ minimizar o nimero de operagdes necessdrias para acessar um né durante certo periodo. Assim o
custo temporal §(n) que drvores afuniladas apresentam no pior caso nao é considerado ruim, desde que esse
pior caso ndo ocorra com muita frequéncia (v. Capitulo 5).

A Tabela 4-3 apresenta um resumo de pontos positivos e negativos exibidos por drvores afuniladas.

Pros CONTRAS

Individualmente, cada operagao tem, no pior
caso, custo temporal §(n). Em contraste, ar-
vores AVL possuem custo temporal O(log n)
no pior caso

Operagoes de busca, inser¢io e remogio tém, em média,
custo temporal @(log n), considerando um niimero de ope-
ragoes suficientemente grande e nao uniformes

Usam menos espago do que drvores AVL, pois nao precisam
armazenar informacoes adicionais para auxiliar o autoajuste

Sao muito mais ficeis de implementar do que drvores AVL —

TaBELA 4-3: PROs E CONTRAS DE ARVORES AFUNILADAS

4.6 Comparando Arvores Binarias de Busca

Este capitulo discutiu trés tipos de drvores bindrias de busca:
[1] Arvore bindria ordindria de busca (v. Secao 4.1)
[2] Arvore AVL (v. Secdo 4.4)
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[3] Arvore afunilada (v. Secao 4.5)

Cada abordagem de implementacio de drvore bindria de busca possui vantagens e desvantagens dependendo
do contexto no qual elas sdo utilizadas. Esta se¢ao indica em que situagio cada uma delas ¢ a mais apropriada.

Atualmente, drvores bindrias de busca ordindrias sao usadas apenas com o propdsito diddtico, pois, além de se-
rem mais ficeis de implementar, elas servem como base para implementagoes mais sofisticadas e complicadas.

Em qualquer implementagio de tabela de busca, o que importa é o custo com que as operagdes bdsicas de
busca, inser¢ao e remogao sio executadas. Mas deve-se ainda levar em consideracio a dificuldade com que um
programador se depara durante a prépria implementagio.

O foco de 4rvores afuniladas é em cada né individualmente, enquanto, em drvores balanceadas, o foco é na
altura da drvore constituida pelo conjunto de nés. Quer dizer, o enfoque da técnica de afunilamento é nos ele-
mentos em si e n4o no formato da drvore de busca. Essa técnica funciona bem quando alguns elementos sao
acessados com muito mais frequéncia do que outros. Se elementos préximos da raiz forem acessados com a
mesma frequéncia com que elementos em niveis bem mais baixos sao acessados, entao drvore afunilada nao é
uma boa escolha para tabela de busca. Nesse caso, é melhor utilizar uma drvore com autobalanceamento (i.e.,

drvore AVL).

Para facilidade de referéncia, a Tabela 4—4 compara drvores afuniladas e drvores AVL.

ARVOR A ADA ARVORE AVL

Principio BAsIcO Localidade de referéncia | Balanceamento

COMPLEXIDADE TEMPORAL 0(n) no pior caso 0(log n) no pior caso

COMPLEXIDADE ESPACIAL O(n) O(n)

CusTo TEMPORAL AMORTIZADO | O(log n) O(log n)

BALANCEADA? Nao Sim

PARADIGMA Heuristico Deterministico

IMPLEMENTAGAO Relativamente ficil Complicada se recursao nao for usada

TaBeLA 4-4: DiFerencAs ENTRE ARvOREs AFUNILADAS E ArRvores AVL

A titulo de comparagio, a Tabela 4-5 mostra as alturas das drvores bindrias de busca criadas para o arquivo
CEPs.bin descrito no Apéndice A. Como esse arquivo possui 673.580 registros, a altura (ideal) de uma drvore
perfeitamente balanceada seria igual a 20 (i. e, log, 673580), que, conforme foi discutido na Se¢ao 4.4, nao
faz sentido tentar obter na prética.

ABORDAGEM ALTURA DA ARVORE

ARrVORE BINARIA ORDINARIA 3.376
Arvore AVL 24
ARvORE AFUNILADA 445

TaBeLA 4-5: DesempenHo DE ARvores BINARIAS DE Busca com CEPs.BIN

A Tabela 4-5 mostra que os resultados relativos obtidos condizem com a expectativa. Ou seja, era esperado
que uma 4rvore bindria ordindria fosse bastante desbalanceada, visto que muitas chaves (CEPs) no arquivo
CEPs.bin estdo ordenadas. Por outro lado, o fato de drvores AVL possuirem alturas préximas da altura ideal,
com pequena vantagem para a drvore AVL, também era esperado. Enfim a implementacio de tabela de bus-
ca com drvore afunilada parece ruim, visto que a altura dessa drvore é cerca de 20 vezes maior do que a altura
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ideal. Mas novamente, lembre-se que drvore afunilada nao é drvore balanceada, de forma que uma altura ainda
maior do que essa ainda seria aceitdvel.

A anilise amortizada de drvores afuniladas, que serd apresentada no Capitulo 5, garante que m operagdes con-
secutivas sdo executadas com custo temporal méximo @(m-log n), mas essa garantia nao exclui a possibilidade
de uma Unica operagio ter custo temporal (n). Portanto embora essa garantia de custo temporal nio seja tao
enfdtica quanto nos casos de drvores AVL, que apresentam custos temporais O(log n) no pior caso, o desem-
penho liquido de drvores afuniladas quando se considera uma sequéncia de operagoes é o mesmo exibido por
drvores balanceadas.

4.7 Exemplos de Programacao

4.7.1 Menor e Maior Chaves numa Arvore Binaria de Busca

Problema: (a) Escreva uma funcio que retorne o elemento contendo a menor chave de uma tabela de bus-
ca implementada como drvore bindria de busca. (b) Escreva uma fung¢ao que retorne o elemento
contendo a maior chave de uma tabela de busca implementada como 4rvore bindria de busca.

Solugdo: Uma propriedade fundamental de drvores de busca é o fato de um caminhamento de ordem infixa
resultar em acesso as chaves armazenadas em ordem crescente. Com base neste fato, pode-se con-
cluir que a menor chave de uma drvore bindria de busca estd armazenada no né mais a esquerda da
arvore. A fungéo MenorChaveArvoreBB() apresentada a seguir mostra como a menor chave de uma
drvore bindria de busca pode ser obtida. Essa fungio recebe como tnico parimetro um ponteiro
para a raiz da drvore e retorna o endereco do contetido que contém a menor chave, se a drvore nio
estiver vazia. Caso contrdrio, ela retorna NULL.

tCEP_Ind *MenorChaveArvoreBB(tArvoreBB p)

{
tArvoreBB q; /* Apontara para o n6 que armazena a menor chave */
/* Se a arvore estiver vazia nao ha menor chave */
if (!p)
return NULL;
/* A menor chave encontra-se no né mais a esquerda da arvore de busca */
while (p) {
q = p; /* Faz q apontar para o ndé para o qual p aponta */
p = p->esquerda; /* Faz p apontar para o n6 a esquerda */
}
/* Neste ponto, q aponta para o né que armazena a menor chave */
return &q->conteudo;
}

Utilizando um raciocinio andlogo, pode-se obter o indice do registro que contém a maior chave armazenada
numa drvore bindria de busca, como faz a fun¢io MajorChaveArvoreBB() a seguir.

tCEP_Ind *MaiorChaveArvoreBB(tArvoreBB p)
{

tArvoreBB q; /* Apontara para o né que armazena a maior chave */

/* Se a arvore estiver vazia nao ha maior chave */
if (lp)
return NULL;

/* A maior chave encontra-se no né mais a direita da arvore de busca */
while (p) {
q = p; /* Faz q apontar para o ndé para o qual p aponta */
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p = p->direita; /* Faz p apontar para o né a direita */
}

/* Neste ponto, q aponta para o né que armazena a maior chave */
return &q->conteudo;

}

4.7.2 Exibindo em Ordem as Chaves de uma Arvore Binaria de Busca

Problema: (a) Defina uma fungio que acessa em ordem crescente, as chaves contidas numa drvore bindria
de busca. (b) Defina uma fun¢io usada por um programa-cliente que chama a funcio definida no
item (a) para escrever em arquivo os contetidos dos nés de uma 4rvore bindria de busca.

Solucao de (a): Para acessar as chaves armazenadas numa drvore de busca bindria em ordem crescente basta efetu-

ar um caminhamento em ordem infixa na drvore, como faz a fungao CaminhamentoInfixoBB()

apresentada adiante. Os parAmetros dessa fungio sao:

B arvore (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore sobre a qual serd efetuado 0 caminhamento

B op (entrada) — ponteiro para a fun¢io que representa a operacao de saida a ser efetuada
sobre a informacio contida em cada né

B stream (entrada) — stream no qual o resultado da operagao serd escrito

void CaminhamentoInfixoBB( tArvoreBB arvore, tOperacao op, FILE *stream )

{
if (arvore) {
/* Caminha na subarvore esquerda */
CaminhamentoInfixoBB(arvore->esquerda, op, stream);

op(arvore->conteudo, stream); /* Visita a raiz */

/* Caminha na subarvore direita */
CaminhamentoInfixoBB(arvore->direita, op, stream);

}

O tipo tOperacao do segundo pardmetro da fungio CaminhamentoInfixoBB() ¢ definido como:
typedef void (*tOperacao) (tCEP_Ind, FILE*);

Solucao de (b): A funcio EscreveEmArquivoArvoreBB() escreve em arquivo os contetidos dos nés de uma
drvore bindria de busca e seu Ginico pardmetro é um ponteiro para a raiz da drvore.

void EscreveEmArquivoArvoreBB(tArvoreBB arvore)

{

FILE *stream;

/* Tenta abrir o arquivo para escrita em modo texto */
stream = fopen(NOME_ARQUIVO_CHAVES, "w")j

/* Se arquivo nao foi aberto, aborta o programa */
ASSEGURA (stream, "Impossivel criar arquivo para escrita de chaves");

printf("\nEscrevendo tabela em arquivo...");

/* Cabecalho de apresentacao */
fprintf( stream, " Chave \tIndice\n"

/* Apresenta cada estrutura numa linha separada */
CaminhamentoInfixoBB( arvore, ExibeConteudoNoArvoreBB, stream )3

fclose(stream)
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printf("\n*** Resultado escrito no arquivo %s *** \n", NOME_ARQUIVO_CHAVES);

A fungéo ExibeConteudoNoArvoreBB() usada como parametro por EscreveEmArquivoArvoreBB() na
chamada de CaminhamentoInfixoBB() poderia ser definida como:

void ExibeConteudoNoArvoreBB(tCEP_Ind conteudo, FILE *stream)

{
}

fprintf( stream, "%s\t%d\n", conteudo.chave, conteudo.valor )3

4.7.3 Checando Arvores Binarias de Busca

Problema: (a) Escreva uma funcio que verifica se uma drvore bindria ¢ uma drvore bindria de busca. O tipo de

né e o tipo de ponteiro para né da drvore bindria sio aqueles usados na Se¢ao 4.1.2. (b) Suponha
que o tipo do campo conteudo seja int (em vez de tCEP_Ind, como nos exemplos anteriores).
Escreva um programa que cria as drvores bindrias de busca da Figura 4-71 e verifica se essas drvores
sa0 legitimas drvores bindrias de busca. [Note que a drvore da Figura 4-71 (a) deve ser aprovada
no teste, mas isso nao deve ocorrer com a drvore da Figura 4-71 (b).]

12
(10 3
O @

(b) Arvore Binaria de Busca Falsa

(a) Arvore Binaria de Busca Legitima
FiGUurA 4-71: CHecANDO ARvVoREs BINARIAS DE Busca

Solugao de (a): Para tornar a fungio solicitada genérica (i.e., para torni-la independente do contetdo efeti-

vo de cada né), é uma boa ideia incluir um parimetro na fungao solicitada que compara os
contetdos dos nés da drvore. O tipo tCompara definido abaixo é aquele que programadores
de C estao acostumados a usar em fungdes como bsearch() e gsort() da biblioteca padrao
dessa linguagem.

typedef 1int (*tCompara) (const void *, const void *);

Existe um algoritmo tentador para resolver o problema proposto, mas que, de fato, nio
funciona (v. questao 32 na Se¢ao 4.8). Um algoritmo que realmente funciona nesse caso é
aquele que segue o Teorema 4.1. Ou seja, de acordo com esse teorema, se for efetuado um
caminhamento em ordem infixa numa drvore bindria e as chaves presentes nessa drvore forem
visitadas em ordem crescente, entio essa arvore é uma drvore bindria de busca.

A fungio EhArvoreBinDeBusca() a seguir verifica se uma drvore bindria ¢ realmente uma
drvore bindria de busca efetuando um caminhamento em ordem infixa nessa drvore e veri-
ficando se as chaves sao visitadas em ordem crescente. O primeiro pardmetro dessa fungio
representa o endereco da raiz da drvore que se deseja testar e o segundo pardmetro é um pon-
teiro para uma fun¢io que compara os contetdos efetivos de dois nés da drvore. A especifi-
cagao de retorno dessa fungio de comparagao deve ser compativel com aquela de stremp()

da biblioteca padrio de C.
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int EhArvoreBinDeBusca(tNoArvoreBB *p, tCompara compara)
{
static tNoArvoreBB *antecessor = NULL; /* Armazenara o antecessor de cada */
/* né visitado em ordem infixa */

/* Efetua um caminhamento em ordem infixa guardando */
/* o valor do né antecessor imediato do né corrente */
if (p) {
/* Verifica se a subarvore esquerda é de busca */
if (!EhArvoreBinDeBusca(p->esquerda, compara))
return 0;

/* Se o conteudo do n6 corrente for menor do que o conteudo */
/* do n6 antecessor, nao se trata de arvore de busca w3/

if ( antecessor && compara(&p->conteudo, &antecessor->conteudo) < 0 )
return 0;

antecessor = p; /* 0 antecessor passa a ser o né corrente */

/* Verifica se a subarvore direita é de busca */
return EhArvoreBinDeBusca(p->direita, compara);

}

return 13 /* Se ainda ndo houve retorno, a arvore foi aprovada */

}

Solucao de (b): Primeiro, é necessdrio escrever uma fun¢io que compara o contetido de dois nés. Como foi
dito acima, a especificagio de retorno dessa fungao deve ser semelhante aquele de stremp(),
que faz parte da biblioteca padriao de C. No caso em que o tipo do campo conteudo ¢ int,
essa funcio ¢ muito ficil de implementar, como faz a fun¢io ComparaInts():

int ComparaInts(const void *el, const void *e2)

{
ASSEGURA (el && e2, "Elemento nulo recebido por ComparaInts()");

return *(int *)el - *(int *)e2;

}

Agora jd se pode escrever a fun¢ao main() que ird compor o programa solicitado:

int main(void)
{

tNoArvoreBB *raiz = NoNovo(12); /* Raiz da arvore da Figura (a) */

/* Insere os demais nés na arvore da Figura (a) */
raiz->esquerda = NoNovo(10);
raiz->direita = NoNovo(13);
raiz->esquerda->esquerda = NoNovo(7)3
raiz->esquerda->direita = NoNovo(11);
raiz->esquerda->esquerda->esquerda = NoNovo(5)3;

/* Testa se a arvore binaria da Figura (a) é de busca */
if (EhArvoreBinDeBusca(raiz, ComparalInts))

printf("\n\t>>> A arvore da Figura (a) e' de busca");
else

printf("\n\t>>> A arvore da Figura (a) NAO e' de busca");

DestroiArvoreBB(raiz); /* Destrdi a arvore da Figura (a) */

/* Cria a arvore da Figura (b) */
raiz = NoNovo(12);
raiz->esquerda = NoNovo(10);
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raiz->direita = NoNovo(13);
raiz->esquerda->esquerda = NoNovo(7)3
raiz->esquerda->direita = NoNovo(15)3

/* Testa se a arvore binaria da Figura (b) é de busca */
if (EhArvoreBinDeBusca(raiz, ComparalInts))

printf("\n\t>>> A arvore da Figura (b) e' de busca");
else

printf("\n\t>>> A arvore da Figura (b) NAO e' de busca");

return 03

}

A func¢io main() definida acima, de fato, constréi as drvores solicitadas e verifica que a drvore da Figura 4-71 (a)
¢ uma drvore bindria de busca e que a drvore da Figura 4-71 (b) no o é. Essa fungio chama a funcio NoNovo ()
para criar cada n6 da drvore em questdo. Essa tltima funcdo é semelhante 4 fungio ConstroiNoArvoreBB()
apresentada na Se¢ao 4.1.2. A referida fungao main() também chama DestroiArvoreBB() para liberar o es-
paco ocupado pela primeira drvore construida pelo programa. A fung¢io DestroiArvoreBin(), discutida no
Capitulo 12 do Volume 1, é semelhante a fun¢io DestroiArvoreBB().

4.7.4 Conferindo Balanceamento AVL

Problema: Escreva uma func¢io em C que recebe como parimetro um ponteiro para a raiz de uma arvore
bindria e retorna 1, se a referida drvore satisfizer o balanceamento AVL, ou 0, em caso contrério.

Solucéo: A fungio EhArvoreAVL (), apresentada a seguir, atende aquilo que foi solicitado. E importante no-
tar que essa funcio nao testa se a drvore bindria cuja raiz é recebida como parimetro é uma drvore
de busca. Ela apenas testa se essa drvore apresenta um balanceamento que satisfaz o critério AVL de
balanceamento.

int EhArvoreAVL (tNoArvoreBB *raiz)
{
int altEsquerda, /* Altura de uma subarvore esquerda */
altDireita; /* Altura de uma subarvore direita */

/* Se a arvore estiver vazia, ela é AVL */
if (!raiz)
return 1;

/* Obtém as alturas das subarvores esquerda e direita */
altEsquerda = AlturaArvoreBB2(raiz->esquerda);
altDireita = AlturaArvoreBB2(raiz->direita);

/* A arvore sera AVL se sua raiz tiver balanceamento */
/* AVL e suas subarvores esquerda e direita forem AVL */
if ( ABS(altEsquerda - altDireita) <= 1 && EhArvoreAVL(raiz->esquerda) &&
EhArvoreAVL(raiz->direita) )
return 1;

return 03 /* Se ainda ndo houve retorno, a arvore nao é AVL */

}

A fungao EhArvoreAVL () chama a fun¢io AlturaArvoreBB2() que calcula a altura de uma 4rvore (ou sub-
4rvore) bindria e é definida como:

int AlturaArvoreBB2(tNoArvoreBB *raiz)
{
/* Se a arvore estiver vazia, sua altura é zero */
if (!raiz)
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return 0;

/* Se a arvore nao estiver vazia, calcula-se a */
/* maior altura de suas subarvore e soma-se um */

return 1 + MAIOR_VALOR( AlturaArvoreBB2(raiz->esquerda),

AlturaArvoreBB2(raiz->direita) )3

As macros ABS ¢ MAIOR_VALOR usadas pelas fungoes acima calculam o valor absoluto e o maior valor dentre
dois niimeros, respectivamente, e sao féceis de serem implementadas.

4.8 Exercicios de Revisdo

Ar
1.
2.
3.

11.
12.
13.

14.

vores Bindrias Ordinarias de Busca (Secao 4.1)

Como uma chave ¢ inserida numa 4rvore bindria ordindria de busca?
Descreva o algoritmo de busca numa 4rvore bindria de busca.

(a) Mostre que o fato de a menor chave de uma drvore bindria ser aquela que se encontra mais a esquerda
na drvore nao implica que ela seja uma drvore bindria de busca. (b) Mostre que o fato de a maior chave de
uma drvore bindria ser aquela que se encontra mais a direita na drvore nao implica que ela seja uma 4rvore
bindria de busca.

(a) Como se encontra o sucessor imediato de um né de uma drvore bindria de busca que possui dois filhos?
(b) Como se encontra o antecessor imediato de um né de uma rvore bindria de busca que possui dois filhos?
(a) Qual ¢ o tnico né de uma drvore bindria de busca que nao possui antecessor? (b) Qual é o tnico né de
uma 4rvore bindria de busca que nao possui sucessor?

(a) Mostre que, numa drvore bindria de busca, se um né possui filho direito, seu sucessor imediato nao po-
de ter filho esquerdo. (b) Mostre que, numa drvore bindria de busca, se um né possui filho esquerdo, seu
antecessor imediato nio pode ter filho direito.

(a) Se um né de uma drvore bindria de busca nio possui filho direito, como se encontra seu sucessor ime-
diato? (b) Se um né de uma drvore bindria de busca nao possui filho esquerdo, como se encontra seu an-
tecessor imediato?

Suponha que os nés de uma drvore bindria de busca contenham apenas chaves inteiras cujos valores sao:
28,37,23,55,46, 24, 10 e 13. Desenhe essa drvore quando os nés sao inseridos nessa mesma ordem.
Descreva os casos de remocao de um né de uma drvore bindria ordindria de busca.

De acordo com o que foi visto na Se¢ao 4.1, quando o né a ser removido de uma drvore bindria de busca
possui dois filhos, ele é substituido por seu sucessor imediato em ordem infixa. Existe alguma alternativa
para esse procedimento que seja igualmente eficiente?

Se um né de uma drvore bindria de busca nao possuir filhos ele tem sucessor? Se for o caso, onde ele se
encontra?

(a) O que é uma drvore bindria inclinada a esquerda? (b) Sob que condi¢ao é criada uma drvore bindria de
busca inclinada a esquerda?

(a) O que é uma drvore bindria inclinada a direita? (b) Sob que condi¢do é criada uma drvore bindria de
busca inclinada a direita?

Desenhe a drvore bindria de busca resultante da insercio de um né contendo a chave /1 na 4rvore da fi-
gura abaixo.
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15. Desenhe a drvore bindria de busca resultante da remoc¢ao do né contendo a chave /4 na drvore ilustrada
na figura do exercicio 14.

16. Apresente a drvore resultante da remogao do né com contetido 35 na drvore ilustrada na figura do exer-
cicio 14.

17. Apresente a drvore resultante da remogao da raiz da drvore ilustrada na figura do exercicio 14.
18. Desenhe todas as drvores bindrias de busca possiveis que contenham as chaves 7, 2 ¢ 3.
19. Desenhe a drvore bindria de busca criada pelo seguinte programa:

#include <stdlib.h>

typedef struct no {
char conteudo;
struct no *filho[2];
} tNo, *tArvore;

int InsereNoListaSE( tArvore *arvore, char conteudo )

{
tArvore p = *arvore, q = NULL, pNovoNo;
while (p) {
if (conteudo == p->conteudo)
return 1;
q = p;
p = p->filho[conteudo < p->conteudo];
}
pNovoNo = malloc(sizeof (*pNovoNo));
pNovoNo->conteudo = conteudo;
pNovoNo->filho[0] = pNovoNo->filho[1] = NULL;
if (lq)
*arvore = pNovoNo;
else
g->filho[conteudo < g->conteudo] = pNovoNo;
return 0;
}
void CriaArvore(tArvore *arvore, char ar[], int inf, int sup)
{

for (int i = inf; i < sup; ++1)

InsereNoListaSE(arvore, ar[i]);
}
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int main(void) CoNTINUACAO

{
char alfabeto[] = { 'A', 'B', 'C', 'D', 'E', 'F', 'G',
IHI’ III, IJI’ IKI, ILI’ IMI, INI’
'0" IPI, IQI’ IRI, ISI’ ITI, IUI’
IVI’ IWI, IXI’ IYI, IZI };
tArvore raiz = NULL;
CriaArvore( &raiz, alfabeto, 0,
sizeof(alfabeto)/sizeof(alfabeto[0]) );
return 0;
}

20. Se a fungdo CriaArvore() do programa do exercicio 19 for substituida pela fungio CriaArvore2() a
seguir, qual serd a drvore de busca criada pelo programa?
void CriaArvore2(tArvore *arvore, char ar[], 1int inf, int sup)

{
int meio;
if (inf <= sup) {
meio = (inf + sup)/2;
InsereNoListaSE(arvore, ar[meio]);
CriaArvore(arvore, ar, inf, meio - 1);
CriaArvore(arvore, ar, meio + 1, sup);
}
}

21. Apés estudar listas com saltos e drvores bindrias de busca, um candidato a cientista maluco decidiu adaptar
o método de inser¢io dessas listas para essas drvores. Seu algoritmo de inser¢ao segue os seguintes passos:
1. Se a 4rvore estiver vazia, crie um novo né contendo a chave, torne esse né raiz da drvore e encerre.
2. Caso contrério, lance uma moeda.
3. Se o resultado do langamento for cara, insira a chave na subdrvore esquerda.
4. Se o resultado do lancamento for coroa, insira a chave na subdrvore direita.
O cientista batizou sua criagao de CrazyTree. (a) Como ¢é possivel efetuar uma operagao de busca numa
CrazyTree? (b) Qual é o custo temporal dessa operagio de busca? (c) Sugira um meio de efetuar remogoes
numa CrazyTree. (d) Faz sentido balancear uma CrazyTree? Explique seu raciocinio.

22. Quando um né a ser removido possui dois filhos, ele pode ser substituido por seu sucessor imediato (como
foi visto na Segao 4.1.2) ou por seu antecessor imediato. Mostre como o né contendo a chave & na figura
a seguir ¢ substituido dessa Gltima maneira.

23. Mostre como o né contendo a chave 5 na drvore bindria de busca a seguir é removida de modo que ele seja
substituido por seu (a) antecessor imediato e (b) sucessor imediato.
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24. (a) Mostre que, quando se substitui um né de uma 4rvore bindria de busca que possui dois filhos por seu
sucessor imediato em ordem infixa, o resultado é uma 4rvore bindria de busca. (b) Mostre que, quando
se substitui um né de uma 4rvore bindria de busca que possui dois filhos por seu antecessor imediato em
ordem infixa, o resultado ¢é uma 4rvore bindria de busca.

25. Apresente cinco permutagdes das chaves 1, 2, 3, 5, 7, 9, 10 e 1] tais que quando essas chaves forem in-
seridas numa 4rvore bindria de busca inicialmente vazia em qualquer dessas ordenagées o resultado seja a
drvore da questao 23.

26. Um algoritmo bastante comum, porém equivocado, utilizado para verificar se uma drvore bindria ¢ uma
drvore (bindria) de busca é implementado pela funcio EhArvoreDeBuscaErrada() a seguir. (a) Qual ¢ a
abordagem usada por essa fungao? (b) Mostre que essa fun¢io nio funciona apresentando uma drvore bi-
ndria que nio ¢ uma 4rvore bindria de busca, mas que, mesmo assim, passa no teste efetuado pela funcio
EhArvoreDeBuscaErrada().

int EhArvoreDeBuscaErrada(tNo *p)

{
int compEsquerda,
compDireita;
/* Se a arvore estiver vazia, ela é de busca */
if (!p)
return 1;
/* Compara o conteudo do né corrente com os */
/* conteudos de seus filhos esquerdo e direito */
compEsquerda = !p->esquerda || p->esquerda->conteudo < p->conteudo;
compDireita = !p->direita || p->direita->conteudo > p->conteudo;
/* Se o no6 corrente e seus filhos satisfazem o */
/* critério, a arvore sera de busca se suas sub- */
/* arvores esquerda e direita também satisfizerem */
if (compEsquerda && compDireita)
return EhArvoreDeBuscaErrada(p->esquerda) && EhArvoreDeBuscaErrada(p->direita);
else
return 0;
return 0;
}

27. Numa remogao negligente, os nds a serem removidos sio mantidos na drvore e apenas marcados como
removidos. Quais s3o as vantagens e desvantagens dessa abordagem?
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28. Suponha que se tenha uma estimativa antecipada de quio frequentemente chaves de busca sio acessadas
numa drvore bindria. As chaves devem ser inseridas na drvore em ordem crescente ou decrescente de pro-
vével frequéncia de acesso? Explique sua resposta.

29. Desenhe todas as drvores bindrias de busca estruturalmente diferentes que resultem quando 7 chaves sao
inseridas numa 4rvore inicialmente vazia, quando 2 <n <5.

30. Para que servem drvores bindrias de busca ordindrias?

31. Apresente o custo temporal para as operagoes de busca, inser¢io e remog¢io em drvores bindrias ordindrias
de busca no melhor caso, no pior caso e no caso médio.

32. Mostre que o fato de o menor valor armazenado numa drvore bindria encontrar-se na folha mais 4 esquerda
da drvore nao implica necessariamente que essa drvore seja uma drvore bindria de busca.

33. Como as chaves de uma drvore bindria de busca podem ser armazenadas em ordem crescente num array?
34. Se um né de uma drvore bindria nio possui filho esquerdo, onde se encontra o antecessor imediato desse né?

Rotac6es em Arvores Binarias de Busca (Secio 4.2)

35. (a) Descreva a operagao de rotagio esquerda simples de um né. (b) Descreva a operacio de rotagio direita
simples de um né.

36. (a) Que condigao deve satisfazer o filho esquerdo do né sobre o qual incide uma rotacio direita? (b) Que
condi¢do deve satisfazer o filho direito do né sobre o qual incide uma rotagio esquerda?

37. Que propriedades de uma drvore bindria de busca sio preservadas apés uma operacio de rotacio?

38. Quais sdo as rotagdes necessdrias para transformar a drvore da figura (a) na drvore da figura (b) abaixo?

D (19
DN O &
1B @ g @ 6
3 @ @IE9) @63
(9 @ @)
O

(@ (b)

39. O que significam os tridngulos rotulados 4 e B na figura abaixo?

(%)
/N /o\

40. Qual ¢é a relacdo entre as chaves da drvore na figura a seguir?
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41. (a) Desenhe a drvore resultante da rotagio esquerda do né R na drvore da figura do exercicio 40. (b) Desenhe
a drvore resultante da rotagao direita do né Q na drvore da figura do exercicio 40.

42. Qual ¢ o custo temporal de uma rotagio de né numa drvore bindria de busca?

43. Quais sdo as rotagdes necessdrias para transformar a drvore da figura (a) na drvore da figura (b) abaixo?

(32 (22
29 @9 19 (I
@ @ nwp K @
19 @ @ @ @
19 @ 0‘@

(OW
(a) (b)
Balanceamento de Arvores Binarias de Busca (Se¢io 4.3)
44. O que ¢ uma drvore bindria perfeitamente balanceada?

45. (a) Qual é 0 nimero minimo de nés de uma drvore perfeitamente balanceada com profundidade (altura)
? (b) Qual é o ndmero miximo de nés de uma 4rvore perfeitamente balanceada com profundidade p?
P

46. (a) Qual é o nimero minimo de folhas de uma 4rvore perfeitamente balanceada de altura p? (b) o nimero
mdximo de folhas de uma drvore perfeitamente balanceada com altura p?

47. Por que drvores bindrias de busca balanceadas sao desejdveis?

48. Apresente um exemplo de drvore bindria de busca perfeitamente balanceada que se torna degenerada apés
uma sequéncia de remogoes de nds.

49. (a) Qual é a vantagem das drvores perfeitamente balanceadas? (b) Qual é a desvantagem das drvores per-
feitamente balanceadas?

50. Sejam a, b e ¢ nés arbitrdrios nas subdrvores 4, B e C, respectivamente, na drvore a esquerda da figura a
seguir. Como as alturas de @, b e ¢ mudam quando uma rotagio direita ¢ executada no né y dessa figura?

© (V)
o © ® &
® G ® ©

Arvores AVL (Secao 4.4)
51. O que é uma drvore AVL?

52. (a) Apresente um exemplo de drvore AVL que também seja perfeitamente balanceada. (b) Dé exemplo de
uma drvore AVL que nio seja perfeitamente balanceada.

53. Que vantagem drvores AVL oferecem com relagdo a drvores bindrias perfeitamente balanceadas?

54. O que ¢é balanceamento de um né de uma drvore AVL?
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55. Mostre que cada né de uma drvore AVL tem balanceamento —/, 0 ou 1.

56. Apresente exemplos das possiveis situagoes nas quais uma drvore AVL pode se tornar desbalanceada apds
uma operagao de inser¢io.

57. Para que servem operagoes de rotagio em drvores AVL?

58. (a) Descreva a rotagao dupla esquerda-direita. (b) Descreva a rotagao dupla direita-esquerda. (c) Em que
situacoes cada uma dessas rotacoes ¢ utilizada?

59. Suponha que a figura abaixo represente o arcabougo de uma drvore bindria de busca. (a) Qual é o balance-
amento de cada né desta drvore considerando a defini¢ao de balanceamento para drvores AVL apresentada
na Sec¢ao 4.4? (b) Essa drvore de busca é uma drvore AVL?

60. Considerando a drvore da questio 59, em que posi¢des podem ser inseridos nds nessa drvore de modo que
ela continue balanceada segundo o critério AVL?

61. Quais propriedades de uma drvore AVL sao preservadas em qualquer das operagoes de rotagao apresentadas?

62

63. Suponha que a figura a seguir represente o arcabougo de uma drvore AVL. Quando algum dos nés rotulados
comoD,,D,, ..., D, éinserido nessa drvore ocorre um desbalanceamento. Identifique o caso de desbalance-
amento (esquerda-esquerda, esquerda-direita etc.) que a inser¢ao de cada um desses né provoca nessa drvore
e informe qual é a respectiva corregao (rotagao ou rotagoes) que cada um desses desbalanceamentos requer.

Descreva as operagoes de rebalanceamento que podem ocorrer apds a inser¢o de um né numa drvore AVL.

D5 D6 D7 D8 D9 D10D11 D12
64. Considerando a drvore AVL da figura a seguir, em que caso de desbalanceamento devido a insergao se en-
caixam as insercoes dos nés contendo as chaves: (a) 6 (b) 714 (c) 47 e (d) 502

v

[Gas07] :47::5¢: [Caso]
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65. Numa arvore bindria de Fibonacci de ordem #, se n = 0 ou n = 1, a 4rvore consiste num dnico né e, se
n> 1, adrvore consiste numa raiz, tendo a drvore de Fibonacci de ordem 1 — / como sua subdrvore esquer-
da e a drvore de Fibonacci de ordem 7 — 2 como sua subdrvore direita. Uma 4drvore bindria de Fibonacci
pode ser considerada o pior caso de drvore AVL, pois ela possui 0 menor niimero de nés dentre todas as
drvores AVL de altura a. Desenhe drvores de Fibonacci para alturas iguais a 7, 2, 3 e 4.

66. Qual ¢ o custo de temporal de uma (a) busca, (b) insercio e (c) remog¢io numa drvore AVL?

67. (a) Apresente o balanceamento de cada né da drvore ilustrada na figura abaixo. (b) Essa drvore é AVL?

@,
(19) (38)
(8) @ Gy @2
O @ 63

68. Apresente a drvore AVL resultante da insergio de um né com chave igual a /7 na drvore ilustrada na figura
do exercicio 67.

69. Apresente a drvore AVL resultante da remocio do né contendo a chave 35 na drvore ilustrada na figura
do exercicio 67.

70. Apresente a drvore AVL resultante da remogao da raiz da drvore ilustrada na figura do exercicio 67.

71. A ordem com que um conjunto de chaves ¢ inserido numa drvore AVL influencia a eficiéncia das opera-
¢oes bdsicas sobre essa drvore?

72. Suponha que os nds de uma drvore AVL contenham apenas chaves inteiras cujos valores sao: 10, 20, 30,
40, 50, 60, 70 e 80. Desenhe essa drvore quando os nés sao inseridos nessa mesma ordem.

73. (a) Uma drvore AVL contendo trés nés pode ser inclinada a esquerda (ou a direita)? (b) Uma drvore AVL
contendo quatro nés pode ser inclinada a esquerda (ou a direita)?

74. A drvore AVL da figura abaixo torna-se desbalanceada apds a remogao do né que contém a chave 4. Mostre
como a 4rvore resultante dessa remocio é rebalanceada.

75. Desenhe a drvore AVL resultante da inser¢io em ordem alfabética das letras do alfabeto latino.
76. (a) Apresente representagdes graficas de drvores AVL contendo o niimero minimo de nés quando a altu-
rada drvore é 1, 2, 3 ¢ 4. (b) Qual é o nimero minimo de nds de uma drvore AVL com altura igual a 5?

77. Adrvore AVL da figura abaixo torna-se desbalanceada apds a remogio do né que contém a chave 6. Mostre
como a drvore resultante dessa remocio é rebalanceada.
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78. A remogao do né com a chave 2 na figura abaixo ¢ relativamente fécil, mas requer rebalanceamento um
tanto complexo. Apresente a drvore resultante dessa remog¢io com o subsequente rebalanceamento.

79. A remocio do né contendo a chave 9 na drvore AVL da figura abaixo requer rebalanceamento. Apresente
a drvore resultante dessa remogio com o subsequente rebalanceamento.

Arvores Binarias Afuniladas (Se¢ao 4.5)

80. O que é uma drvore afunilada?

81. Em que diferem drvores afuniladas e drvores AVL?

82. Suponha que os nds de uma 4rvore afunilada contenham apenas chaves inteiras cujos valores sio: 10, 20,
30, 40, 50, 60, 70 ¢ 80. Desenhe essa drvore quando os nds sao inseridos nessa mesma ordem.

83. Apresente a nova configuracio da drvore afunilada obtida no exercicio 82 quando se efetua uma busca
pela chave 40.

84. Apresente a nova configuragao da drvore afunilada obtida no exercicio 82 quando se efetua uma busca
pela chave 32.

85. Apresente a nova configuragao da drvore afunilada obtida no exercicio 82 quando o né contendo a chave
50 ¢é removido.

86. A reconfiguracio de uma drvore AVL nunca ocorre durante uma operagio de busca. Por que, entao, uma
drvore afunilada pode ser reconfigurada durante tal operagao?
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87. Qual ¢ a configuracio de nds (avd, pai e filho) de uma drvore afunilada que requer cada um dos seguintes
afunilamentos?

(a) Zig-zag
(b) Zig-zig
(c) Zag-zag
(d) Zag-zig
88. Em que diferem rotagoes duplas em drvores AVL e rotagdes duplas em drvores afuniladas?

89. (a) Se uma chave nio for encontrada durante uma operacio de busca numa drvore afunilada, ocorre afu-
nilamento? (b) Em caso afirmativo, como ¢ esse afunilamento?

90. (a) Descreva o afunilamento que ocorre durante a inser¢io de um né numa drvore afunilada. (b) Descreva
o afunilamento que ocorre durante a remogao de um né de uma 4rvore afunilada.

91. (a) O que significa afunilar uma chave que faz parte de uma drvore afunilada? (b) O que significa afunilar
uma chave que nio faz parte de uma 4rvore afunilada?

92. (a) Construa graficamente a drvore afunilada resultante da insercao das seguintes chaves: 7, 2, 3, 4 ¢ 5,
inseridas nessa ordem. (b) Desenhe a drvore afunilada resultante da remocio da chave / da drvore obtida
no item (a).

93. Considere a drvore bindria de busca da figura abaixo. Se todos os nés dessa drvore forem acessados em or-
dem crescente de suas chaves e cada acesso afunilar o né acessado, qual serd o formato da rvore resultante?

(29
13 (@9
(@) @)E2

94. Se todos os nés da drvore do exercicio 93 forem acessados em ordem decrescente de suas chaves e cada
acesso afunilar o né acessado, qual serd o formato da drvore resultante?

95. Qual € a relagio entre drvore afunilada e localidade de referéncia?
96. Apresente exemplos priticos de uso de drvores afuniladas.

97. (a) Descreva todas as rotagoes necessdrias para a obtengao da drvore da Figura 4-62 (b) a partir da drvore
da Figura 4-62 (a). (b) Descreva todas as rotagdes necessdrias para a obtengao da drvore da Figura 4-63
(b) a partir da drvore da Figura 4-63 (a).

98. (a) O que ¢ afunilamento ascendente? (b) O que ¢ afunilamento descendente? (c) Por que afunilamento
descendente ¢ mais ficil de implementar?

99. Quais sao os custos temporais no pior caso das operagdes de busca, inser¢io e remogio em drvores afuniladas?

100. (a) Efetue o afunilamento ascendente apresentado na Figura 4-60 usando afunilamento descendente.
(b) O resultado obtido é o mesmo?

Comparando Arvores Binarias de Busca (Se¢ao 4.6)

101. Por que o resultado de um caminhamento em ordem infixa de uma drvore bindria de busca ¢ o mesmo
quer ela seja ordindria, AVL ou afunilada?

102. Apresente uma comparagio entre drvores AVL e drvores afuniladas.

103. Em que situacio vocé escolheria drvore afunilada para implementar uma tabela de busca em detrimento

a drvore AVL?
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104. Em que situagao vocé escolheria drvore AVL para implementar uma tabela de busca em detrimento a dr-
vore afunilada?

Exemplos de Programacao (Secao 4.7)

105. Qual ¢ o papel desempenhado pela fun¢io ExibeConteudoNoArvoreBB() no exemplo da Se¢ao 4.7.2?

106. Como se verifica se uma drvore bindria pode ser classificada como uma 4rvore bindria de busca?

107. (a) Qual é o papel desempenhado pela varidvel antecessor na implementagao da fun¢io EhArvoreDeBusca()
apresentada na Seg¢ao 4.7.3? (b) Por que essa varidvel precisa ter duragio fixa?

108. Como se verifica se uma drvore bindria pode ser classificada como uma drvore AVL?

109. No pior caso, qual é o custo temporal da operagio de checagem de drvores bindrias de busca apresentada
da na Secao 4.7.3?

110. No pior caso, qual é o custo temporal da operagio que encontra a menor (ou maior) chave de uma dr-
vore bindria de busca?

111. Qual ¢ o custo temporal da operagio que escreve as chaves de uma 4rvore bindria ordenadas em ordem
crescente?

112. Qual ¢ o custo temporal da operacio que verifica se uma 4rvore bindria tem balanceamento AVL apre-

sentada da na Se¢ao 4.7.4?

4.9 Exercicios de Programacao
EP4.1 Escreva uma fungio em C que determine se uma drvore bindria é perfeitamente balanceada.

EP4.2  Suponha que as chaves armazenadas nos nés de uma drvore bindria sejam do tipo int. Escreva uma
funcio recursiva que exibe o contetddo de cada ancestral de um né cujo endereco essa fun¢io recebe
como parametro.

EP4.3 Suponha que o conteddo armazenado em cada né de uma drvore bindria seja do tipo int. Escreva
uma fung¢ao que retorna o nimero de nds que apresentam um valor menor do que o valor que ela
recebe como parimetro.

EP4.4 Escreva uma fungio recursiva que armazena em ordem crescente numa lista simplesmente encadeada
os contetidos efetivos dos nds de uma drvore bindria de busca. Suponha que o contetido efetivo de
cada né da drvore seja do tipo int.

EP4.5 Escreva uma fun¢io em C que retorne o endereco do né que contém a i-ésima menor chave armaze-
nada numa 4rvore bindria de busca, supondo que as chaves sao do tipo int.

EP4.6  Suponha que as chaves armazenadas numa drvore bindria de busca sejam do tipo int. Escreva uma
func¢io que encontra o piso de uma chave (possivelmente) armazenada numa drvore desse tipo.

EP4.7 Suponha que as chaves armazenadas numa drvore bindria de busca sejam do tipo int. Escreva uma
fun¢io que encontra o teto de uma chave (possivelmente) armazenada numa drvore desse tipo.

EP4.8 Suponha que as chaves armazenadas numa drvore bindria de busca sejam do tipo int. Escreva uma
func¢ao que retorna uma lista encadeada contendo todas as chaves que se encontram entre os valores
inteiros c1 e c2.

EP4.9 Escreva uma fun¢io que cria uma drvore AVL com o niimero minimo de nds para uma determi-
nada altura recebida como pardmetro. O contetido de cada deve ser um nimero inteiro gerado
aleatoriamente.

EP4.10 Conforme foi visto no texto, se um array de chaves ordenadas for usado para criar uma drvore biné-
ria de busca inserindo-as na ordem em que se encontram, a drvore bindria resultante serd inclinada a
esquerda (se as chaves estiverem em ordem decrescente) ou a direita (se as chaves estiverem em ordem
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crescente). Implemente uma fungao que recebe como pardmetro de entrada um array de chaves orde-

nadas e utiliza uma abordagem semelhante a uma de busca bindria de tal modo que a drvore bindria

de busca criada por essa fungio seja razoavelmente balanceada.

Reimplemente a fun¢io RemoveArvoreBB() apresentada na Se¢ao 4.1.2 de modo que quando um

né a ser removido possui dois filhos ele seja substituido por seu antecessor imediato em ordem infixa

(em vez de ser substituido pelo sucessor imediato em ordem infixa, como ocorre na Se¢ao 4.1.2).

Dadas duas drvores bindrias de busca 4 e B tais que as chaves armazenadas em 4 sao menores do que

qualquer chave armazenada em B, uma maneira de unir essas duas drvores de modo a obter uma tni-

ca drvore bindria de busca ¢é seguindo o seguinte procedimento:

1. Afunile o né que contém a maior chave da drvore 4. Como esse né contém a maior chave da
drvore A4, ele nao possui filho direito.

2. Torne raiz da drvore B o filho direito da raiz de 4.

Crie uma fun¢io em C que implementa o procedimento descrito acima.

Dada uma drvore bindria de busca 4 e um né contendo uma chave ¢ (pivé), ¢ possivel dividir essa

drvore em duas outras bindrias de busca B e C seguindo o seguinte procedimento:

1. Afunile o né contendo a chave c. Desse modo, todas as chaves na subarvore esquerda da nova
raiz da drvore A serdo menores do que c e todas as chaves na subdrvore direita da nova raiz dessa
drvore serdo maiores do que c.

2. Faca o ponteiro que representard a drvore B apontar para a nova raiz mencionada.

3. Faca o ponteiro que representa a drvore C apontar para o filho direito da drvore B.

4. Torne nulo o filho direito de B.

Supondo que ¢ ¢ a chave de um novo n a ser inserido numa drvore afunilada, uma alternativa para

o algoritmo de inser¢ao implementado pela fungio InsereArvoreFunil() ¢ a seguinte:

1. Encontre o n6 contendo a maior chave que é menor do que ou igual a chave ¢ (i.e., 0 né con-
tendo o piso de ¢). Se o piso de ¢ for igual a ¢, encerre, visto que a chave é considerada primdria.

2. Divida a drvore original conforme foi descrito no exercicio EP4.13 tendo como pivd o né en-
contrado no passo anterior. A drvore A obtida nessa divisao serd aquela contendo as menores
chaves enquanto a drvore B serd aquela contendo as maiores chaves.

3. Crie um novo né ¢ use a operagdo descrita no exercicio EP4.12 para tornar 4 o filho esquerdo
e B o filho direito do novo né.

Crie uma fun¢io em C que implementa o procedimento descrito acima.

(a) Escreva uma fungao em C que efetua buscas numa drvore bindria usando caminhamento infixo.
(b) Qual ¢ o custo temporal dessa fungio? (c) Qual é o custo espacial dessa fungao? (d) Em que situ-
agao tal fungio se faz necessdria?

Suponha que uma drvore bindria de busca armazena chaves secunddrias. Escreva uma fungio que
retorna o numero de nds nessa drvore com chaves iguais a uma chave recebida como pardmetro.
Suponha que uma drvore bindria de busca armazena chaves secunddrias. Implemente uma fungio
de remogao para essa drvore que remove todos os nés na drvore que tenha chaves iguais a uma chave
recebida como parimetro.

Escreva uma fungao semelhante aquela apresentada na Se¢ao 4.7.4 que, além de verificar seus nés
possuem balanceamento AVL, também verifica que ela é uma drvore de busca.

Implemente uma tabela de busca como um TAD que represente drvores bindrias de busca usando as
seguintes defini¢oes de tipos:
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typedef enum {ESQUERDA = 0, DIREITA = 1} tDirecao;
typedef struct noBB2 {

tConteudo conteudo; /* Conteudo do né */
struct noBB2 *filho[2]; /* Os filho do né */
} tNoBB2;

typedef struct {
tNoBB2 *raiz; /* Raiz da arvore */
int nNos; /* Numero de nés da arvore */
} tArvoreBB2;



