BuscA HiErRArRQuICcA EM MEMORIA
SECUNDARIA

Apos estudar este capitulo, vocé devera ser capaz de:
» Definir os seguintes conceitos relativos a arvores multidirecionais de busca:

O Arvore descendente [ Filho de chave O Arvore balanceada

O Arvore ascendente [ Folha O Conjunto de indices

O Ordem O Semifolha O Conjunto sequencial

O Grau O N6 completo O Preenchimento de estrutura

Descrever o algoritmo de busca para arvores multidirecionais

Explicar por que arvores multidirecionais descendentes de busca ndo sdo usadas na prética
Definir transferéncia de disco e custo de transferéncia

Dimensionar o grau de uma arvore multidirecional de busca implementada em arquivo
Descrever os mecanismos de divisdo e juncdo de nés de arvores B e B+

Implementar &rvore B em arquivo

Comparar arvores B, B+ e B*

Mostrar onde se encontram a maior e a menor chaves de uma arvore multidirecional de
busca

Calcular a altura de uma arvore multidirecional de busca

VY VYVVYVVVYVYVYY

Implementar busca de intervalo em arvores B e B+
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XISTEM MUITOS PROGRAMAS que precisam lidar com enormes quantidades de dados que nao cabem

inteiramente em memdria principal. Um exemplo de tal situacio seria um banco de dados de corren-

tistas de uma grande instituicdo financeira. As vezes, essa quantidade de dados ¢ tao grande que mes-

mo uma tabela de busca que contenha apenas as chaves dos registros precisa ser mantida em memoria
secunddria.

Este capitulo lida com algoritmos e estruturas de dados para busca e atualizacio de tabelas de busca armazenadas
em memoria secunddria. Mais precisamente, este capitulo ensina técnicas que permitem encontrar um registro
num arquivo com vérios gigabytes armazenado em disco usando duas ou trés operagoes de leitura. Esse ¢ um
tépico de enorme importincia pritica e para seu bom acompanhamento recomenda-se ao leitor uma releitura
do Capitulo 1, notadamente as se¢oes que tratam de hierarquias de meméria e caching.

A medida de complexidade de algoritmos que operam sobre dados armazenados em meméria secunddria é o
namero de acessos a blocos, de modo que é melhor acessar uma grande quantidade de dados de uma vez do
que acessar a memoria secunddria vdrias vezes para obter a mesma quantidade de dados. Logo os dados devem
ser organizados de modo a minimizar o niimero de acessos. Resumindo, os algoritmos que operam sobre dados
armazenados em arquivo (memdria secunddria) sdo avaliados de acordo com o ndmero de vezes em que blocos
sao acessados (i.e., lidos ou escritos).

Transferéncia de disco ¢ a leitura de um bloco em memdria secunddria e seu subsequente armazenamento em
memoria principal, ou vice-versa. O desempenho de algoritmos que lidam com tabelas de busca armazenadas
em memoria secunddria é medido em termos do nimero de transferéncias de disco necessdrias para efetuar
uma busca ou atualizagio da tabela. Essa medida é denominada custo de entrada e saida ou custo de trans-
feréncia do algoritmo em questio.

Este capitulo comega apresentando drvores multidirecionais descendentes e pode ser um tanto frustrante saber
que elas ndo possuem nenhuma utilidade prética, pois sao deveras ineficientes. Pior ainda, drvores multidi-
recionais nio devem ser implementadas em memoria principal. Entdo por que essas drvores sio apresentadas
aqui? A resposta a essa tltima questio ¢ de natureza didtica. Arvores multidirecionais descendentes sio bem
mais féceis de implementar do que drvores multidirecionais ascendentes que serio discutidas mais adiante neste
capitulo. Além disso, como o leitor ji deve estar familiarizado com a implementagio de drvores em memoria
principal, implementar inicialmente drvores multidirecionais em memdria principal deve facilitar sua imple-
mentagio em memoria secunddria.

Este capitulo é melhor apreciado utilizando-se programas-clientes com arquivos de registros realmente grandes,
como o arquivo CensoMEC.bin descrito no Apéndice A, como fazem os programas que usam 4rvores multi-
direcionais encontrados no site deste livro na internet.

6.1 Arvores Multidirecionais Descendentes de Busca
6.1.1 Conceitos

Uma drvore multidirecional de busca de ordem (ou grau) n é uma drvore na qual cada né possui n ou me-
nos filhos ¢ um nimero de chaves armazenadas igual a0 niimero de filhos menos um (p. ex., se um né tiver 3
filhos, ele terd 2 chaves). Se os m filhos de um né forem representados por Joo o s f, € suas chaves forem
representadas por ¢, ¢, ..., ¢, _,, em ordem crescente, entao todas as chaves em f; serdo menores do que ou
iguais a ¢, todas as chaves em f sendo / <j <m — 2, serdo maiores do que ¢, , e menores do que ou iguais a
c.e todas as chavesem f| , serdo maiores do que ¢, . O filho /€ chamado ﬁlho esquerdo da chave c e filho
direito da chave ¢, Urn né pode ter um ou mais ﬁlhos vazios.

A Figura 6-1 ilustra uma drvore multidirecional de busca de ordem (grau) 4:
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Ficura 6-1: ARrvoRe MuLTiDIRECIONAL DESCENDENTE DE BuscA bE ORDEM 4

4

Na Figura 6-1, os nés rotulados com 4, D, E ¢ F possuem o niimero méximo de filhos (i.e., 4) e chaves (i.e.,
3) e, assim, sao chamados nés completos. As setas representam filhos vazios dos respectivos nds. Nessa mes-
ma figura, os nés B, C e G sio incompletos. Note ainda que as chaves do né B sao todas menores do que a
primeira chave de 4 e as chaves do né E sao todas maiores do que a tltima chave de A. Finalmente, note que
os valores das chaves de C estdo entre a primeira e a segunda chave de 4, as chaves de D se encontram entre os
valores da segunda e da terceira chaves de 4, e assim por diante.

Uma folha de uma 4rvore multidirecional é um né cujos filhos sao todos nulos. Numa drvore multidirecional de
busca descendente, qualquer né incompleto é uma folha. Uma semifolha é um né com pelo menos um filho
vazio, de modo que toda folha é também uma semifolha. Por exemplo, na drvore de grau 3 da Figura 6-2, os
nés de B a G e de I a R sio semifolhas. De fato, nessa figura, os Gnicos nés que nio sio semifolhas sao 4 ¢ H.

Numa drvore multidirecional de busca descendente, cada semifolha é completa ou ¢ folha, o que significa que
um no s6 terd seu primeiro filho nio vazio apds possuir o nimero maximo de chaves. Por exemplo, na drvore
da Figura 6-2, o0 né G s6 podera ter seu primeiro filho nio vazio apés possuir duas chaves.

A

H
[ 14 18 ] 120 130

15 17 )

Ficura 6-2: ARVORE MuLTiDIRECIONAL DESCENDENTE DE BuscA DE ORDEM 3

Numa 4rvore multidirecional de busca balanceada, todas as semifolhas se encontram no mesmo nivel, o que
implica no fato de todas as semifolhas serem folhas. Arvores B, que serdo discutidas na Se¢ao 6.4, constituem
exemplos de drvores multidirecionais balanceadas.

A Figura 6-3 mostra uma drvore multidirecional de busca balanceada de ordem 3. Note que essa drvore nao é
descendente, pois, por exemplo, sua raiz nao ¢ completa e, mesmo assim, possui dois filhos que nao sao vazios.
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FicurAa 6-3: ARvORE MuLTIDIRECIONAL BALANCEADA DE Busca be OrRDEM 3

6.1.2 Busca

Busca em drvores multidirecionais é uma generalizagio de busca em drvores bindrias. Quer dizer, essa operagao
comega sempre na raiz da drvore até que se encontre a menor chave que é maior do que ou igual a chave de
busca. Se a chave de busca for igual a chave encontrada, a busca estard encerrada. Caso contrdrio, desce-se na
drvore seguindo o filho esquerdo da chave encontrada.

O algoritmo de busca para drvores multidirecionais é apresentado na Figura 6—4.

ALGORITMO BUsCAEMARVOREM ULTIDIRECIONAL
ENnTRADA: Uma drvore multidirecional de busca e uma chave de busca

SaipA: O valor associado a chave que casa com a chave de busca ou um valor informando
que a chave nio foi encontrada

1. Faga um ponteiro p apontar para a raiz da drvore

2. Obtenha o indice i da menor chave que é maior do que ou igual a chave de busca no
né apontado por p; se tal chave nio for encontrada, torne i igual ao niimero de cha-
ves desse né

3. Se a chave na posi¢ao i do né apontado por p for igual a chave de busca, retorne o
valor associado a essa chave

4. Caso contririo, se o filho na posicao i desse né for nulo, retorne um valor que indique
o fracasso da operagao

5. Caso contrdrio, faga com que p aponte para esse filho e volte para o Passo 2

FiGURA 6-4: ALGORITMO DE BuscA Em ArRvore MULTIDIRECIONAL DE Busca

A Figura 6-5 apresenta exemplos de aplica¢io do algoritmo de busca descrito na Figura 6—4 numa 4rvore
multidirecional de busca de ordem 4.
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6.1.3 Insercao

No algoritmo de insercio apresentado na Figura 6-6, assume-se que chaves duplicadas nio sio permitidas na
drvore (i.e., as chaves s3o consideradas primdrias).

ALGORITMO INSEREEMARVOREM ULTIDIRECIONALD ESCENDENTE
EnTRADA: Uma nova chave e seu valor associado
ENTRADA/SAIDA: Uma drvore multidirecional descendente de busca

1. Se a drvore estiver vazia, crie um nd, acrescente a chave a esse nd, torne-o
raiz da drvore e retorne informando o sucesso da operagao

2. Encontre o né que contém ou deveria conter a chave a ser inserida

3. Se a chave foi encontrada, retorne um valor informando o fracasso da ope-
racdo (pois a chave é considerada primdria)

4. Se a chave nao foi encontrada, o né encontrado no Passo 2 ¢é aquele que
acomodard a nova chave. Entao faca o seguinte:

4.1 Se o né nao estiver completo, insira a nova chave no né de modo que
suas chaves permanecam ordenadas

4.2 Caso contrario, crie um né contendo a nova chave e torne esse né filho
esquerdo da menor chave do né encontrado no Passo 2 que é maior do
que a nova chave

5. Retorne um valor indicando que a operacio foi bem-sucedida

FiGURA 6-6: ALGORITMO DE INSERCAO EM ARVORE MULTIDIRECIONAL DESCENDENTE DE Busca

A 4rvore construida de acordo com o algoritmo de insercao da Figura 6-6 ¢ descendente, pois um novo né
s6 ¢ criado quando seu pai estd completo. Assim nenhum né incompleto possui filho nio vazio e ¢, portanto,
uma folha.

A Figura 6-7 mostra a inser¢ao da chave /02 na folha N e /48 na folha Q do exemplo ilustrado na Figura
6-5. Em ambos os casos, 0 né no qual ocorre a inser¢io ¢ incompleto.
N
[ 102 107 ] [ 147 148 ]

FiGURA 6-7: INsErRcAO EM FoLHA DE ARvORE MuLTIDIRECIONAL DESCENDENTE DE Busca

A Figura 6-8 apresenta o resultado obtido com a insergao da chave 7/ no né L e da chave 22 no né G da drvore
ilustrada na Figura 6-5. Nesses casos, cada n6 no qual ocorre inser¢io é completo, de modo que é necessdrio
criar um novo né (folha) para conter a chave inserida.

L G

(s w) (s )
l%ll lll%

FiGurRa 6-8: INSERCAO EM ARVORE MuLTIDIRECIONAL DESCENDENTE DE Busca 1

Exercicio: Para certificar-se que realmente entendeu o processo de inser¢ao em drvores multidirecionais des-
cendentes de busca, desenhe o estado intermedidrio da drvore da Figura 6-8 apés a insercio de
cada chave.



6.1 Arvores Multidirecionais Descendentes de Busca | 293

A Figura 6-9 ilustra as inser¢des no né L das chaves com valores 86, 77, 87, 84, 85 e 73, nessa ordem. Nessa
figura, o estado inicial do né L antes dessas inser¢oes ¢ aquele da Figura 6-8.
L

(70 75 s2 ) | Grau=4 |

< \
(84 s 387 |
| ﬁ I

@89)

FiGURA 6-9: INSERCAO EM ARVORE MULTIDIRECIONAL DESCENDENTE DE Busca 2

6.1.4 Remocao

O algoritmo de remogio de drvores multidirecionais descendentes é uma generalizacao daquele apresentado
para drvores de busca bindrias e segue os passos descritos na Figura 6-10.

ALGORITMO REMOVEEMARVOREMULTIDIRECIONALDESCENDENTE
ENTRADA: A chave a ser removida
ENTRADA/SAIDA: Uma 4rvore multidirecional de busca
SaipA: Um valor informando se a operagio foi bem-sucedida
1. Tente encontrar a chave a ser removida usando o algoritmo de busca apresentado na Figura 6—4
2. Se a chave nio for encontrada, encerre anunciando o fracasso da operacio
3. Se a chave a ser removida tiver um filho esquerdo ou direito vazio:
3.1 Remova a chave
3.2 Se houver outras chaves no nd, compacte-o (v. adiante)
3.3 Se a chave removida era a tinica chave do né
3.3.1 Libere o né
3.3.2 Atualize o pai desse n6
4. Se a chave a ser removida tiver filhos esquerdo e direito nao vazios

4.1 Encontre a chave sucessora da chave a ser removida (essa chave sucessora deve ter uma
subdrvore esquerda vazia — v. Segao 4.1.2)

4.2 Substitua a chave a ser removida pela chave sucessora

4.3 Remova a chave sucessora usando o Passo 3 acima

Ficura 6-10: ALGoriTMo DE REMocio EM ARvORE MuLTIDIRECIONAL DESCENDENTE DE Busca

A compactagio de nds a que se refere o Passo 3.2 do algoritmo acima consiste em mover todas as chaves a par-
tir daquela que imediatamente segue a chave removida para uma posigao anterior, como ilustra a Figura 6-11.
Observe nessa figura que alguns filhos dos nés também sao movidos para trds, mas de modo diferente depen-
dendo de qual dos filhos da chave removida estd vazio. Quer dizer, se o filho esquerdo dessa chave for vazio, o
primeiro filho a ser movido ¢ filho direito da chave removida [v. Figura 6-11 (a)]. Por outro lado, se o filho
esquerdo da chave removida nao for vazio, o primeiro filho a ser movido ¢ o filho direito da préxima chave a
direita da chave removida [v. Figura 6-11 (b)].
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C Chave a ser removida

704 75 Compactacao ( 75 )

ETiNs 1}

(a) Filho esquerdo da chave removida é vazio

( Chave a ser removida

70) 75 Compactacao ( 75

Rl

(b) Filho esquerdo da chave removida nao é vazio

Ficura 6-11: ExempLos DE CompAcTACAO DE NO APGS REMocAo

Seguindo o algoritmo descrito acima, uma drvore multidirecional de busca pode deixar de ser considerada co-
mo tal de acordo com a defini¢ao apresentada na Segao 6.1.1. Isto ¢, apés uma operagio de remogio, pode-se
obter uma drvore com um né incompleto que nao ¢ folha. Esse problema pode ser resolvido fazendo-se algumas
alteracoes no algoritmo de remocio descrito anteriormente. Mas ndo compensa lidar com essa complicagao
adicional, visto que drvores multidirecionais descendentes nao tém muita utilidade prdtica, o que nio ocorre
com as drvores B e B+, que serdo estudadas adiante.

6.1.5 Implementacao em Meméria Principal

Conforme foi afirmado, drvores multidirecionais de busca sio dirigidas para a implementacio de tabelas de bus-
ca residentes em memoria secunddria. Todavia, por razdes meramente diddticas, serd parcialmente mostrado a
seguir como essas drvores podem ser implementadas em meméria principal. A implementagao completa dessas
drvores em memoria principal encontra-se no site dedicado ao livro na internet (v. Preficio).

O tipo de n6é de uma drvore multidirecional implementada em meméria principal é definido utilizando uma
estrutura com trés campos, conforme se vé abaixo.

typedef struct rotNoMulti {
int nFilhos; /* O numero de filhos do n6 */
tChaveIndice chaves[G - 1]3 /* array contendo chaves */
/* e indices de registros */
struct rotNoMulti *filhos[G]; /* array contendo as posic¢ées dos filhos */
/* no arquivo que contém a arvore x/
} tNoMulti, *tArvoreMulti;

Nessa defini¢ao de tipo, tem-se que:
B G ¢ uma constante que representa o grau da drvore
B nFilhos é um campo inteiro que representa o nimero de filhos de um né
B filhos[] ¢ um array, cujo nimero de elementos ¢ igual a G, contendo ponteiros para os filhos do né

B chaves[] é um array com G — 1 elementos contendo pares do tipo definido como:

typedef struct {
tChave chave;
int indice;
} tChaveIndice;



6.2 Estruturas de Dados em Memdria Secundaria | 295

Nessa tltima definigao de tipo, tem-se que:
B chave ¢ a chave do registro ao qual a chave pertence
B indice ¢ o indice (i.e., a posi¢do) do registro no arquivo que armazena os registros

A Figura 6-12 ilustra a interpretacdo de um item de informagao do tipo tChaveIndice armazenado num né
de uma drvore multidirecional de busca.

(- Arvore

=/ NN
7~ NN

Chave do LA
registro

2215,
RSN

indicedo ) )
registro r Registro ©

r Registro

Chave do

Registro 135 \_j registro

—~—
Arquivo de registros

Ficura 6-12: Conteupo EreTivo be um N6 pe Arvore MULTIDIRECIONAL DE Busca
Aqui, a chave serd considerada do tipo int, de modo que o tipo tChave ¢ definido como:

typedef +int tChave;

6.1.6 Analise

Assim como ocorre com drvores de busca bindrias, a ordem na qual as chaves sio inseridas afeta o posicionamento
das chaves na drvore e, consequentemente, o formato da drvore. Uma inser¢do pode transformar uma folha em
semifolha e, assim, desbalancear a drvore, mas, na prética, essa técnica no produz drvores muito desbalanceadas.

Uma desvantagem do método de inser¢iao em drvores multidirecionais descendentes é que sao criadas folhas
contendo apenas uma chave e algumas folhas podem ser criadas antes que outras folhas estejam completas. Por
isso esse método pode causar grande desperdicio de memoria.

A vantagem de drvores de busca multidirecionais descendentes ¢ que seus nds superiores sio completos, de
modo que um grande niimero de chaves é encontrado em caminhos curtos. No entanto, essas drvores podem
tornar-se degeneradas (i.e., muito profundas) quando um grande nimero de chaves ordenadas sdo inseridas,
assim como ocorre com drvores bindrias ordindrias de busca (v. Capitulo 4).

6.2 Estruturas de Dados em Meméria Secundaria

Conforme foi visto nos tltimos capitulos referentes a implementagoes de tabelas de busca em meméria prin-
cipal, o melhor que se pode obter em termos de custo temporal para operacoes bésicas de busca, inser¢io e
remocao ¢ O(log n). Dentre as estruturas vistas até aqui, a inica que garante esses custos ¢ a drvore AVL. Mas,
apesar de esses custos serem formiddveis em memoria principal, eles no sio tao bons para uma tabela de busca
implementada em meméria secunddria.
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Como uma CPU nio lida com disco diretamente, para qualquer dado ser acessado, ele tem que ser primeiro
lido do disco para a meméria principal. Dados sao armazenados em disco em unidades chamadas blocos ou
paginas (v. Secao 1.1.3). Cada acesso a disco deve ler ou escrever um ou miltiplos blocos. Isto ¢, mesmo que
se precise acessar um unico byte armazenado num bloco de disco que contém milhares de bytes, precisa-se ler o
bloco inteiro. Isso mostra por que estruturas de dados usadas em meméria interna nao podem ser diretamente
implementadas como estruturas de indexagio de meméria secunddria.

Arvores bindrias, mesmo que completamente balanceadas, nio constituem uma boa alternativa, visto que, no
pior caso, cada né acessado para uma busca ou atualizacio numa dessas estruturas estard num bloco diferente.
Assim todas essas operacoes requerem custos de transferéncias 6(log n) no pior caso para executar uma operagao
de busca ou atualizagao. Para entender melhor a gravidade da situacio considere o mesmo exemplo apresentado
na Seg¢do 4.4.5. Naquele exemplo, argumentou-se que uma busca numa drvore AVL que armazena 1.000.000
de chaves requer, no maximo, cerca de 20 acessos a nds, o que ¢ considerado excelente para uma operagao em
memoria principal. Mas, jd pensou quantas operacoes uma CPU moderna poderia executar enquanto sio efe-
tuados 20 acessos 3 memoria secunddria’?

Processar dados que se encontram em memdria secunddria (i.e., num meio de armazenamento externo) ¢ ra-
dicalmente diferente de processar dados que se encontram em meméria principal. A principal diferenca reside
no fato de uma CPU nio processar diretamente dados que nio se encontrem em memdria principal ou acima
dela na hierarquia de meméria discutida no Capitulo 1. Quer dizer, dados que se encontram em meméria se-
cunddria precisam ser transferidos para a memoria principal antes de ser processados.

Dados que residem em meméria principal sao armazenados em varidveis estdticas e dinAmicas. Varidveis estdti-
cas sao automaticamente® alocadas 2 medida que o programa precisa delas, e liberadas quando esse ndo ¢é o ca-
so. Por outro lado, em linguagens algoritmicas convencionais, como C, varidveis dindmicas sao explicitamente
alocadas e liberadas pelo programador por meio de chamadas de fungées de alocagao dindmica de memoria.
O contetido de uma varidvel estdtica pode ser acessado usando-se simplesmente seu nome. Por sua vez, o con-
teido de uma varidvel dindmica é acessado por meio de seu endereco e do operador de indiregio. Tanto num
caso quanto no outro, dados sio alterados por meio de operadores com efeito colateral, como, por exemplo, os
operadores de incremento e atribuigio.

Dados armazenados em meméoria secunddria, como um disco rigido, por exemplo, precisam ser carregados em
memoria principal antes que possam ser processados. Essa operacio ¢ efetuada por meio de uma chamada de
funcio de leitura como, por exemplo, fread(). Dados sdo armazenados ou alterados em meméria secunddria
por meio de fungoes de escrita, como fwrite(), por exemplo.

Dados residentes em meméria secunddria nio podem ser acessados diretamente por nome ou por meio de
ponteiros. Ou seja, o acesso se dd pela posicao relativa ao inicio do arquivo e pela chamada de uma fungao de
posicionamento, tal como fseek(), por exemplo. Arquivos enormes, como aqueles tipicamente indexados por
drvores multidirecionais, precisam usar tipos com largura adequada para suportar valores muito grandes de in-
dices de bytes em tais arquivos (v. Se¢ao 2.14).

A Tabela 6-1 apresenta algumas diferengas entre processamento de dados residentes em meméria principal e
em memoria secunddria.

[11 Seoleitor ndo souber fazer uma estimativa, mesmo que grosseira, para a resposta a essa questao sugere-se que ele estude o Capitulo 1.
[2] Aqui, automaticamente significa que o compilador gera codigo que permite alocar e liberar essas varidveis quando o programa é executado.
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MEMORIA PRINCIPAL MEMORIA SECUNDARIA

Encadeamento é obtido por meio de ponteiros que [ Encadeamento se d4 armazenando-se posicoes de
armazenam enderecos de nés nés (i.e., indices de bytes)

Posicao invilida indica o im de um caminho.
Essa posicao invilida deve ser representada por
um valor inteiro negativo, visto que zero é uma
posicao vélida em arquivo

Ponteiro nulo (NULL) indica o fim de um caminho

TABELA 6-1: EsTRUTURAS ENCADEADAS EM IMEMORIAS PRINCIPAL E SECUNDARIA

Quando uma 4rvore ¢ mantida em arquivo, um ponteiro para um né ¢ interpretado como a posi¢io no arquivo
desse nd. Determinar essa posi¢ao ¢ deveras facilitado quando o arquivo que armazena a drvore contém apenas
seus nos e eles sao0 do mesmo tamanho. A Tabela 6-2 mostra as principais diferencas entre efetuar buscas em
duas drvores de busca idénticas, sendo que uma delas é armazenada em meméria principal e a outra é armaze-
nada em arquivo.

MEMORIA PRINCIPAL MEMORIA SECUNDARIA

Usa duas varidveis inteiras, frequentemente denominadas
p e q, para armazenar posigdes de nés no arquivo que ar-
mazena a drvore. A varidvel q armazena a posicao de um né
que estd um nivel acima da posi¢ao do né indicada por p.

Usa dois ponteiros, frequentemente deno-
minados p e g, sendo que q segue p um ni-
vel acima

Nés precisam ser localizados e carregados (lidos) em me-
moria principal. Uma fung¢ao [como LeNoMultiMS (), apre-
sentada na Se¢ao 6.3.3] é bastante 1til para efetuar essa
operagao.

Os nds ja se encontram em memdria principal

Nés sao tipicamente acessados por meio de | Nés sao tipicamente acessados por meio de varidveis (estru-
ponteiros (i.e., usando-se o operador seta) | turas) que os armazenam (i.e., usando-se o operador ponto)

TaBELA 6-2: DEescipAs Em ARvORES EM MEMORIAS PRINCIPAL E SECUNDARIA

Tipicamente, na andlise de desempenho de algoritmos que atuam sobre estruturas de dados em meméria
secunddria, utiliza-se 0 modelo de meméria externa padrio, proposto por Aggarwal e Vitter em 1988 (v.
Bibliografia). De acordo com esse modelo, o computador consiste em:

O Um tGnico processador

O Uma memoria interna capaz de armazenar M bytes

O Uma memoria externa ilimitada

Além disso, esse modelo apresenta os seguintes pressupostos:
O Em cada operacio de entrada ou saida o computador transfere um bloco contiguo de B bytes da me-
moria interna para a memoria secunddria ou vice-versa, sendo que /< B <M.
O O custo temporal de um algoritmo ¢ definido como o niimero de operagdes de entrada ou saida efe-
tuadas durante sua execucdo. O custo de operacoes efetuadas em memoria interna é considerado nulo.
O O tamanho 7 dos dados de entrada processados pelo algoritmo ¢ definido como o niimero de blocos
que os constituem.

A notagio a ser usada em andlise de algoritmos para meméria secunddria considera letras maidsculas como nu-
meros de bytes e letras mindsculas como ntimeros de blocos, como mostra a Tabela 6-3. Bloco é considerado
a unidade de leitura ou escrita em memoria secunddria.
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NotacAo SIGNIFICADO

B Numero de bytes por bloco

Niumero de bytes que podem ser mantidos em meméria interna (i.e., o tamanho da

M memdria principal disponivel)
N Numero de bytes dos dados de entrada (i.e., o tamanho em bytes do arquivo de
entrada)
S Numero de bytes dos dados de saida (i.e., o tamanho em bytes do arquivo de saida)
m=M/B Nimero de blocos que podem ser mantidos em memdria interna (i.e., a capacidade

da meméria principal em termos de niimero de blocos)

n =N/B [ Numero de blocos nos dados (arquivo) de entrada

s =S8/B | Ntiimero de blocos nos dados (arquivo) de saida

TaBELA 6-3: NOTACAO PARA ANALISE DE ALGORITMOS EM MEMORIA SECUNDARIA

6.3 Arvores Multidirecionais de Busca em Meméria Secundaria

Arvores de busca multidirecionais sio bastante usadas na pratica quando implementadas em dispositivos de
armazenamento externo que permitem acesso direto (p. ex., HD). Como cada acesso a um né da drvore requer
uma operacdo de leitura no meio de armazenamento externo e essas operagoes sio relativamente lentas, siste-
mas de armazenamento externo baseados em drvores de busca multidirecionais tentam maximizar o tamanho
de cada né (p. ex., drvores multidirecionais de ordem 200 ou mais sio comuns). Quando muitos nés nio sio
completos, drvores de busca multidirecionais podem desperdicar muito espago em disco.

Os registros podem ser armazenados juntamente com as chaves (i.e., cada registro ¢ armazenado num né da
drvore) ou separadamente (i.e., cada chave é armazenada num né juntamente com um ponteiro para o respec-
tivo registro).

Como o tamanho de um né é afetado pela quantidade de dados lidos de cada vez no meio externo, obtém-se uma
drvore de ordem maior mantendo-se os registros fora dos nds (tabela de busca com chave externa). Essa op¢io
compensa mesmo que implique numa leitura adicional para acessar o registro apés a localizagao de sua chave.

Recomenda-se ao leitor que tenha dificuldade de entender a implementagiao em memoria secunddria, que serd
apresentada a seguir, que estude detidamente a implementagido em memoria principal, que se encontra no site
do livro, antes de prosseguir.

6.3.1 Dimensionamento de Grau e Preenchimento de Estruturas

O tipo tChaveIndice definido na Se¢ao 6.1.5 ¢é o tipo do par chave/valor armazenado como chave nos nos
da drvore. O tipo tNoMultiMs definido a seguir representa os nés de uma drvore multidirecional de busca im-
plementada em arquivo.

typedef struct {

int nFilhos;
tChavelIndice chaves[G - 1];
int filhos[G];

} tNoMultiMS, *tArvoreMultiMS;

Observe que o tipo dos elementos do array fithos[], apesar de representar indices de nés no meio de armaze-
namento externo, nao pode ser um tipo inteiro sem sinal porque a posi¢ao invilida (equivalente ao enderego
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NULL em memdria principal) ¢ indicada por um valor inteiro negativo. Mais precisamente, esse valor ¢ defi-
nido pela macro:

#define POSICAO_NULA -1

A largura do tipo dos elementos do array filhos [] também nio precisa ser de 64 bits, pois apesar de o arquivo que
conterd a drvore ser bem grande, ele nao é tao grande ao ponto de justificar o uso dessa largura (v. Se¢ao 2.14).

O valor da constante G, que determina o grau da drvore, é calculado em fungio do tamanho do bloco usado
pelo sistema de arquivos utilizado e dos tamanhos dos tipos dos campos que constituem cada né da 4rvore.
Para efetuar esse cdlculo, suponha que:

O 7B é o tamanho de um bloco lido ou escrito num arquivo (v. Se¢ao 1.5.3)

O TCIéo tamanho de um par chave/indice armazenado num né; esse valor pode ser calculado usando-se
o operador sizeof como sizeof (tChaveIndice)

O TIéalargura do tipo inteiro usado para representar a posi¢io de um filho de um né e do nimero de
filhos do né; esse valor pode ser calculado usando-se o operador sizeof como sizeof (int)

O G é o grau da drvore, que se deseja determinar

Assim pode-se calcular o tamanho (7N) de um né da drvore da seguinte maneira:

IN=T1I+ (G- 1)TCI+ GTII
Fatorando-se essa expressao tem-se que:

TN = G-(TCI + TI) + TI- TCI
Agora, como, idealmente, deve-se ter TN < TB, obtém-se:

G < (TB + TCI — T)/(TCI + TI)
Idealmente, deve-se escolher o grau da drvore de acordo com o tamanho de cada bloco lido/escrito no meio de
armazenamento externo no qual a drvore se encontra armazenada. Portanto em principio, bastaria considerar
o grau da drvore como sendo:

G=(TB+TCI-TD/(TCI+ TI) -1 Equacao 6-1
e o problema estaria resolvido.

Acontece, porém, que o tamanho de uma estrutura em memdria principal nem sempre coincide com a soma
dos tamanhos dos seus campos, pois compiladores costumam adicionar preenchimentos para permitir alinha-
mento de campos. Discutir esse tema em profundidade estd além do escopo desse livro?, mas o leitor deve ter
ciéncia desse problema potencial, pois ele poderd detonar todo o dimensionamento de grau exposto acima,
fazendo com que um né ocupe mais de um bloco, requerendo dois acessos ao disco para leitura de cada né.
Assim a detec¢do e a solugdo para esse problema serdo brevemente discutidas aqui.

Em primeiro lugar, a ocorréncia de preenchimento pode ser detectada simplesmente calculando-se a soma dos
tamanhos dos campos da estrutura e o tamanho da estrutura inteira. Esses cdlculos sao efetuados utilizando-se
o operador sizeof ¢ os tipos dos campos da estrutura, no primeiro caso, e esse mesmo operador em conjunto
com o tipo da propria estrutura. Se esses valores forem iguais, nao haverd preenchimento; se o tamanho da es-
trutura for maior do que a soma dos tamanhos dos campos haverd preenchimento; caso contrério, vocé errou
nos cdlculos, pois isso é impossivel de ocorrer.

Os célculos descritos acima devem ser efetuados antes de o programa ser considerado pronto, pois, caso seja de-
tectada a ocorréncia de preenchimento, o programador precisa levé-la em consideragao. No caso em questao,
a maneira mais simples de lidar com preenchimento de estruturas é impedindo que esse preenchimento seja

[3] Consulte, por exemplo, o livro Programando em C: Volume 2 (2009) do autor deste livro (v. Bibliografia).
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escrito em arquivo, o que ¢ obtido escrevendo sempre (literalmente) cada campo da estrutura individualmente.
Nesse caso, é importante que cada leitura de estrutura também seja lida campo a campo. Essa abordagem pare-
ce ser entediante e sujeita a erros, mas esse nao ¢ o caso. Para implementa-la, basta que o programador escreva
uma fung¢io contendo uma instrugio para leitura de cada campo da estrutura e outra fungio contendo uma
instrugo de escrita para cada um desses campos. Entao em vez de usar uma fungio da biblioteca padrao de C
[p. ex., fread()] para leitura de uma estrutura, usa-se a fungio que lé os campos da estrutura individualmente.
O programador deve proceder de modo semelhante com relacio  escrita de estrutura em disco.

Outra abordagem para lidar com preenchimento de estruturas consiste em reduzir o tamanho do grau obti-
do como foi descrito antes, de tal modo que o tamanho do né mais o tamanho do preenchimento seja o mais
proximo possivel do tamanho de um bloco no sistema utilizado. Esse resultado é obtido por tentativa e erro,
j& que, agora, hd duas varidveis (o tamanho do bloco e o tamanho do preenchimento) e apenas uma equagao.
Nao ¢ dificil realizar essa segunda abordagem, mas, utilizando-a, o grau da drvore poderd ser menor do que
aquele obtido com a primeira abordagem, o que indica uma solugio subétima.

As definiges de constantes a seguir refletem o que foi discutido acima sem levar em consideragiao um possivel
preenchimento de estrutura.

#define TB 4096 /* Tamanho do bloco lido/escrito */

#define TCI sizeof(tChaveIndice) /* Tamanho de um par chave/indice */

/* Tamanho de um filho e do inteiro que representa o grau do né */
#define TI sizeof(int)

#define G ((TB + TCI - TI)/(TCI + TI) - 1) /* Calculo do grau da arvore */

Como exemplo de cdlculo de grau de uma drvore multidirecional armazenada em arquivo, considere os se-
guintes valores tipicos:

O Tamanho do bloco lido/escrito (TB): 4096 bytes

O Tamanho de cada par chave/indice (TCI): § bytes

O Tamanho de cada indice (77): 4 bytes

O Tamanho do inteiro que representa o grau do né (7G) = 4 bytes

Considerando-se esses valores e usando a Equagao 6-1 apresentada antes, o grau da drvore, pode ser obtido como:
G = (TB + TCI— TD/(TCI + TI) — 1 = (4096 + 8 — 4)/(8 + 4) — 1 = 340
6.3.2 Tratamento de Exceces

Lembra a Lei de Murphy para processamento de arquivos descrita na Segao 2.13? Essa lei enfatiza o fato de
operagoes de entrada e saida com arquivos requererem atengao especial com relagao a condicoes de excecio.

Aqui, a macro bdsica utilizada em tratamento de condigoes de excecdo continua sendo ASSEGURA, cuja defini-
¢ao ¢é repetida abaixo para facilidade de referéncia:

#define ASSEGURA(condicao, msg) if (!(condicao)) {\
fprintf(stderr, "\n%s\n", msg);\
exit(1); \
}
As seguintes macros sao usadas em conjunto com a macro ASSEGURA para exibir mensagens de erro indicando
o tipo de erro e em que fungio do programa o erro ocorreu:

#define ERRO_OPEN(f) "ERRO: Impossivel abrir o arquivo em " #f "()"
#define ERRO_SEEK(f) "ERRO: Impossivel mover apontador de arquivo em " #f "()"
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#define ERRO_TELL(f) "ERRO: Impossivel obter apontador de arquivo em " #f "()"
#define ERRO_FWRITE(f) "ERRO: Impossivel escrever em arquivo em " #f "()"
#define ERRO_FREAD(f) "ERRO: Impossivel ler arquivo em " #f "()"

#define ERRO_STREAM_NULL(s, f) "ERRO: Stream " #s "' e' NULL em " #f "()"
#define ERRO_POSICAO(f) "ERRO: Posicao invalida em " #f "()"

O parimetro f nas macros acima deve ser substituido pelo nome da fun¢io na qual a macro ¢ invocada e #f
no corpo dessas macros significa que esse parimetro serd convertido em string.

Essas ultimas macros sao utilizadas em conjunto com a macro ASSEGURA ¢ levam em consideragio todos os
erros bésicos que podem ocorrer em processamento de arquivos. O uso dessas macros tem dois objetivos:
1. Uniformizar as mensagens de erro mais comuns.

2. Reduzir o tamanho da intervencio de instrugdes de tratamento de excecoes. Por exemplo, em vez de
se escrever:

ASSEGURA(pos >= 0, "Erro em LeNoMultiMS(): posicao invalida");
pode-se escrever o seguinte, usando a macro ERRO_POSICAO:

ASSEGURA(pos >= 0, ERRO_POSICAO(LeNoMultiMS));

6.3.3 Leitura e Escrita de Nos

Uma implementagao de drvore multidirecional em arquivo precisa com frequéncia ler e atualizar nés que se
encontram em arquivo. Por consequéncia ter fun¢des que realizem essas tarefas facilita tal implementagao.

A fungao LeNoMultiMS (), apresentada a seguir, faz a leitura de um né de uma drvore multidirecional armaze-
nada em arquivo. Essa fungio recebe como pardmetro a posi¢io de um né dentro de um arquivo, 1é o0 né nesse
arquivo e armazena o conteddo lido no endereco em memdria especificado por seu terceiro pardmetro. Mais
precisamente, os parimetros dessa fungio sio:

B stream (entrada) — stream associado a0 arquivo que armazena a drvore e no qual serd feita a leitura

do né

B pos (entrada) — posi¢ao no arquivo onde serd feita a leitura (i.e., o indice do né no arquivo)

B *no (saida) — ponteiro para o né que conterd o resultado da leitura
static void LeNoMultiMS(FILE *stream, int pos, tNoMultiMS *no)
{

ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL(stream, LeNoMultiMS))3;
ASSEGURA(pos >= @, ERRO_POSICAO(LeNoMultiMSs));

/* Tenta mover o apontador de arquivo para o local */
/* de leituraj; se nao conseguir, aborta o programa */
MoveApontador (stream, sizeof(tNoMultiMS)*pos, SEEK_SET);

fread(no, sizeof(tNoMultiMS), 1, stream); /* Tenta ler o no */

ASSEGURA( ! ferror (stream) , ERRO_FREAD(LeNoMultiMS)); /* Houve erro de leitura? */
}
A fungio EscreveNoMultiMs (), implementada abaixo, é usada para atualizar o contetido de um né no arqui-
VO que contém a arvore e seus parimetros sao:
B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore
B pos (entrada) — posi¢io do né no arquivo que contém a rvore
B *pNo (entrada) — né que serd atualizado
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static void EscreveNoMultiMS(FILE *stream, int pos, const tNoMultiMS *pNo)
{

/* Tenta mover o apontador de posigcdo para o local onde o n6é esta armazenado */
MoveApontador (stream, sizeof(*pNo)*pos, SEEK_SET);

fwrite(pNo, sizeof(*pNo), 1, stream); /* Escreve o né no arquivo */

/* Se ocorreu erro, aborta o programa */
ASSEGURA( ! ferror(stream), ERRO_FWRITE(EscreveNoMultiMS));
}

A fungao MoveApontador () chamada pelas funcoes LeNoMultiMS() e EscreveNoMultiMS() foi definida
na Segao 2.14.

6.3.4 Busca

A funcio BuscaMultiMS (), apresentada a seguir, faz uma busca numa drvore multidirecional armazenada em
arquivo e retorna o indice do registro correspondente a chave de busca, se ela for encontrada, ou a constante
POSICAO_NULA, se a chave nio for encontrada. Os parAmetros dessa fungao sio:

B stream (entrada) — stream associado ao arquivo no qual a drvore reside

B chave (entrada) — a chave de busca

int BuscaMultiMS(FILE *stream, tChave chave)
{
tNoMultiMS no; /* Armazenara cada né lido no arquivo */
int posNo = 0, /* Posigdo do né no arquivo; a busca */
/* come¢a na raiz que ocupa a posigao 0 */
i3 /* Indice de uma chave num né */

/* Desce na arvore até encontrar a chave de busca ou uma posigao nula */

while (posNo != POSICAO_NULA) {
LeNoMultiMS(stream, posNo, &no); /* L& o né na posigao indicada */

/* Tenta encontrar a chave no né recém-recuperado */
i = BuscaEmNoMultiMS(chave, &no);

/* Verifica se a chave foi encontrada. A primeira comparagao abaixo é 5]

/* necessaria para evitar acesso a uma posigao invalida no array chaves[] */
if (i < no.nFilhos - 1 && chave == no.chaves[i].chave)

return no.chaves[i].indice; /* A chave foi encontrada */

posNo = no.filhos[i]; /* Desce mais um nivel na arvore */

}
return POSICAO_NULA; /* A chave nado foi encontrada */

}
A fungio BuscaMultiMS() chama a func¢io BuscaEmNoMultiMS() para tentar encontrar dentro de um né
uma chave que seja menor do que ou igual a uma dada chave de busca. Essa tltima fungao retorna o indice da
chave dentro do né se for encontrada uma chave maior do que a chave de busca; em caso contrério, ela retorna
o nimero de chaves. Os parAmetros dessa fungio sao:

B chave (entrada) — a chave

B no (entrada) — ponteiro para o né no qual serd feita a busca

static int BuscaEmNoMultiMS(tChave chave, const tNoMultiMS *no)
{
int 1,
nChaves = no->nFilhos - 1; /* Numero de chaves do né */

/* Procura no n6é uma chave que seja maior do que ou igual a chave de busca */
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for (i = 03 1 < nChaves; ++1)
/* Verifica se tal chave foi encontrada */
if (chave <= no->chaves[i].chave)
return 1i; /* A chave foi encontrada */

/* A chave de busca é maior do que qualquer chave do né */
return nChaves; /* A chave NAO foi encontrada */

6.3.5 Insercao

A funcio InsereMultiMS(), vista a seguir, é responsdvel por inser¢ao em drvores multidirecionais de busca

implementadas em arquivo. Essa fun¢io tem como parimetros:

B *posicaoRaiz (entrada/saida) — posi¢io no arquivo da raiz da drvore
B chaveEIndice (entrada) — ponteiro para um par chave/indice que serd inserido

B streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

O retorno dessa fungdo é 1, se a insergao ocorrer, ou 0, se nao ocorrer inser¢io porque a chave jd existe na drvore.

int InsereMultiMS(int *posicaoRaiz, tChaveIndice *chaveEIndice, FILE *streamArvore)

{

tNoMultiMS no, novoNo;

int pNo, pNovoNo,
encontrado, /* Indicara se a chave foi encontrada */
indiceDaChave; /* Indice da chave no né onde ela */

/* encontrada ou inserida *x/

/* 0 stream que representa o arquivo que contém a arvore ndo pode ser NULL */
ASSEGURA( streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, InsereMultiMS) );

if (*posicaoRaiz == POSICAO_NULA) {
/* A arvore ainda nado foi criada */
IniciaNoMultiMS(chaveEIndice, &no)3
*posicaoRaiz = 03

/* Armazena a raiz da arvore na posicdo 0 do arquivo*/
EscreveNoMultiMS (streamArvore, 0, &no);

return 1;
}
/* Tenta encontrar o né que contém a chave */
pNo = EncontraNoMultiMS( streamArvore, chaveEIndice->chave, &indiceDaChave,
&encontrado )3

/* Se a chave foi encontrada, nao ha mais nada */

/* a fazer, pois ela é considerada primaria *x/
if (encontrado)

return 03 /* Nao houve insercao */

/* Neste ponto, sabe-se que a chave nao foi encontrada */

/* Lé no arquivo o né cuja posicado foi *x/
/* retornada pela funcao EncontraNoMultiMS() */
LeNoMultiMS(streamArvore, pNo, &no)3

/* Verifica se ha espaco para insercao nesse né */
if (no.nFilhos < G) {
/* Ha espaco para insercao nesse no */

/* Usando esse esquema de insercdo, se o n6 tem espaco sobrando */
/* ele é uma folha. Entdo tenta-se inserir a chave no né-folha */
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/* cuja posigao é indicada por 'pNo'. 5]
InsereEmFolhaMultiMS( streamArvore, pNo, indiceDaChave, *chaveEIndice );

return 13 /* Servigo completo */

/*** Neste ponto, sabe-se que nao ha nenhum né ***/
/*** na arvore com espago para conter a chave ***/

/* E necessario criar um novo né para colocar a chave */
IniciaNoMultiMS(chaveEIndice, &novoNo);

/* 0 novo n6é sera armazenado ao final do arquivo; portanto sua posigao */

/* no arquivo serad igual ao numero de registros (nés) do arquivo. */
/* NB: a indexagdo do arquivo comeg¢a em zero; por isso, ndo se soma &/
/* 1 a esse valor). i

pNovoNo = NumeroDeRegistros(streamArvore, sizeof(tNoMultiMS));

/* 0 n6 encontrado nao tinha espaco para insercao da chave. Portanto */

/* o indice da chave retornado pela fung¢do EncontraNoMultiMS() é o i

/* 1dindice do novo né que sera filho do né encontrado i
no.filhos[indiceDaChave] = pNovoNo;

/* 0 n6 encontrado foi alterado; é preciso atualiza-lo no arquivo */
EscreveNoMultiMS(streamArvore, pNo, &no);
/**** ****/

/**** Insere o novo né ao final do arquivo ****/
/**** ****/

/* Primeiro, tenta-se mover o apontador do arquivo para o final */
b
/* do arquivo. Se isso nao for possivel, aborta-se o programa */
MoveApontador (streamArvore, ©, SEEK_END)3

/* Agora tenta-se escrever o n6é no arquivo. Se */

/* isso nao for possivel, aborta-se o programa */
fwrite(&novoNo, sizeof(tNoMultiMS), 1, streamArvore);
ASSEGURA( ! ferror (streamArvore), ERRO_FWRITE(InsereMultiMS));

return 13 /* Servigo completo */

}

A fungio NumeroDeRegistros () invocada por InsereMultiMS() calcula o nimero de registros de um arquivo
e sua implementagio ¢ relativamente ficil quando esses registros sao do mesmo tamanho (o que ¢ o caso aqui).

A func¢io InsereMultiMs() chama a fun¢io IniciaNoMultiMS() para iniciar um né contendo apenas um
par chave/indice e a implementagao dessa tltima funcio ¢é a seguinte:

static void IniciaNoMultiMS(const tChaveIndice *chaveIndice, tNoMultiMS *pNo)
{

int 13

if (chaveIndice)
pNo->chaves[0] = *chaveIndice; /* A chave sera a primeira do no */

/* 0 nimero de filhos num né de uma arvore multidirecional é [igual */
/* ao numero de chaves mais um, a ndao ser que nao haja chave 2
pNo->nFilhos = chaveIndice ? 2 : 03

/* Inicia todos os possiveis filhos do no */
for (i = 05 i < G; ++i)
pNo->filhos[i1] = POSICAO_NULA; /* Um novo né ainda nao possui filhos */
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A fungdo IniciaNoMultiMS(), definida acima, usa como pardmetros:
B chaveIndice (entrada) — um par chave/indice a ser armazenado no né
B pNo (saida) — endereco do né recém-criado

O primeiro parimetro dessa fungao poderd ser NULL. Nesse caso, serd criado um né vazio (i.e., sem nenhu-
ma chave).

A fungio EncontraNoMultiMS() chamada por InsereMultiMS() procura uma chave numa drvore multi-
direcional de busca armazenada em arquivo e retorna a posi¢io no arquivo do né que contém a chave, se ela
for encontrada. Se a chave nio for encontrada, o né cuja posigio é retornada é o pai do né no qual ela deveria
estar. Os parAmetros dessa fungao sio:

stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

chave (entrada) — a chave de busca

*posicaoDaChaveNoNo (saida) — conterd o indice da chave no né
B *encontrado (saida) — indicard se a chave foi encontrada

static int EncontraNoMultiMS( FILE *stream, tChave chave, 1int *posicaoDaChaveNoNo,
int *encontrado )

{
int P, /* p conterd a posicao desejada 2
q, /* q contera a posicao do pai de p */
posChave}

tNoMultiMS umNoj

/* Verifica se o stream é NULL */
ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, EncontraNoMultiMS));

/* Tenta mover o apontador de arquivo para seu inicio */
MoveApontador (stream, 0, SEEK_SET)}

p = 03 /* Comega busca na raiz da arvore */
q = POSICAO_NULA; /* A raiz nao tem pai */

while (p != POSICAO_NULA) {
LeNoMultiMS(stream, p, &umNo)3; /* Lé um né da arvore na posigao p do arquivo */

/* Tenta encontrar a chave no né corrente */
posChave = BuscaEmNoMultiMS(chave, &umNo)3

/* Verifica se a chave foi encontrada */

if( ( posChave < umNo.nFilhos - 1) && chave == umNo.chaves[posChave].chave ) {
*encontrado = 13 /* A chave foi encontrada */
*posicaoDaChaveNoNo = posChave;

/* Retorna a posicdao do né no arquivo que contém a arvore */
return p;

/* A chave ainda nao foi encontrada; desce um nivel na arvore. */
/* Antes que p passe a referir-se a um filho, guarda seu valor. */
q = p;
umNo. filhos[posChave];

T
]

}
*encontrado = 03 /* A chave nao foi encontrada */
*posicaoDaChaveNoNo = posChave; /* Posicdo onde a chave deve ser inserida */

return q3 /* Retorna o pai do né p */
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A fungdo InsereEmFolhaMultiMs () chamada pela fungio InsereMultiMS() insere uma chave numa folha
incompleta de uma drvore multidirecional de busca armazenada em arquivo e seus parAmetros sao:

B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

B posicaoNo (entrada) — posi¢dao no arquivo do né no qual serd feita a insergao

B posicaoDaChave (entrada) — posi¢io da nova chave no array de chaves do né

B chaveEIndice (entrada) — a chave e seu respectivo indice que serdo inseridos

static void InsereEmFolhaMultiMS( FILE *stream, +int posicaoNo, int posicaoDaChave,
tChaveIndice chaveEIndice )

{
int i
tNoMultiMS umNoj
/* Verifica se o stream é valido */
ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, InsereEmFolhaMultiMS));
/* Lé o né-folha no arquivo que contém a arvore */
LeNoMultiMS(stream, posicaoNo, &umNo)3;
/* 0 nimero de filhos do né deve ser estritamente menor do que */
/* o grau da arvore. Se ndo o for, o né nao é uma folha, deve */
/* haver algo errado e o programa sera abortado. */
ASSEGURA( umNo.nFilhos < G, "ERRO: Tentativa de tinserir em folha completa" );
/* Abre espaco para a nova chave */
for (i = umNo.nFilhos - 13 i > posicaoDaChave; --1)
umNo.chaves[i] = umNo.chaves[i - 1];
/* Armazena a nova chave */
umNo.chaves[posicaoDaChave] = chaveEIndice;
++umNo.nFilhos; /* O nimero de filhos do né é acrescido de um */
EscreveNoMultiMS(stream, posicaoNo, &umNo); /* Atualiza né no arquivo */
}

6.3.6 Remocao

A fungio RemoveChaveMultiMS (), que serd definida a seguir, o usa os seguintes parimetros:
B *streamArvore (entrada/saida) — stream associado ao arquivo que contém a drvore de busca
B chave (entrada) — a chave que serd removida

A func¢io RemoveChaveMultiMS () retorna 1, se a remogio for bem-sucedida, ou 8, em caso contririo.

int RemoveChaveMultiMS(FILE **streamArvore, tChave chave)
{
tChaveIndice sucessoraEIndice;
tNoMultiMs no, /* Armazenara cada né lido no arquivo */
noPaij /* Armazenara o pai de 'no' */

int i,
posNo = 0, /* Posicadao no arquivo do né que contém a chave, */
/* se ela for encontrada. A busca comega na i/
/* raiz que esta na posigdo 0 /]

posNoPai = POSICAO_NULA, /* Posicdo de 'noPai' */
iPai; /* Indice do filho do penultimo né visitado que */
/* contém a posicado no arquivo de 'no' i/

ASSEGURA (*streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, RemoveChaveMultiMS) );

/* A busca inicia na raiz e prossegue até que se */
/* encontre a chave a ser removida ou um né nulo */
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while (posNo != POSICAO_NULA) {

}

/* L& o né na posigao indicada por 'posNo' */
LeNoMultiMS(*streamArvore, posNo, &no);

/* Tenta encontrar a chave no né recém-recuperado */
i = BuscaEmNoMultiMS(chave, &no);

/* Verifica se a chave foi encontrada */
if (i < no.nFilhos - 1 && chave == no.chaves[i].chave)
break; /* A chave foi encontrada */

/* Atualiza os valores de 'posNoPai', 'noPai' e *x/
/* '"iPai' antes de descer mais um nivel na arvore */
posNoPai = posNo;
noPai = no;
iPai = 13

posNo = no.filhos[i]; /* Desce mais um nivel na arvore */

if (posNo == POSICAO_NULA)

/*
/*
/*

/*
/*

if ( no.filhos[i] == POSICAO_NULA || no.filhos[i + 1] == POSICAO_NULA ) {

return 03 /* Chave ndao foi encontrada */

Neste ponto sabe-se que 'no' contém a chave que sera removida */

e que a posicao dessa chave nesse n6é é i. 0 indice do filho
de'noPai' que contém a posicdo em arquivo de 'no' é 'iPai'.

*/
*/

0 né sera logicamente removido, pois ele ndo podera mais ser acessado, mas*/

continuara a ocupar espago no arquivo até que a arvore seja reconstruida

/* Verifica quantos filhos a chave a ser removida possui */

/* A chave tem, no maximo, um filho */

/* Verifica se o n6 s6 tem uma chave */
if(no.nFilhos == 2) {

*/
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/* A altima chave do né sera removida. Logo esse né também sera removido */

/* Se o n6 a ser removido ndo tem pai, trata-se da raiz */

if (posNoPai == POSICAO_NULA) {
*streamArvore = NULL3 /* A arvore acabou-se */
return 1; /* Game over */

}

/* Verifica quantos filhos o né a ser removido possui */

if(no.filhos[i] != POSICAO_NULA) {
/* 0 n6 tem filho esquerdo. O pai desse filho */
/* passara a ser o pai do né a ser removido =/
noPai.filhos[iPai] = no.filhos[i];
EscreveNoMultiMS(*streamArvore, posNoPai, &noPai);
} else if(no.filhos[i + 1] != POSICAO_NULA) {
/* 0 n6 tem filho direito. 0 pai desse filho */
/* passara a ser o pai do né a ser removido */
noPai.filhos[iPai] = no.filhos[i + 1];
EscreveNoMultiMS(*streamArvore, posNoPai, &noPai);
} else {
/* 0 né nao tem nenhum filho. O pai do */
/* né a ser removido passa a ser nulo */
noPai.filhos[iPai] = POSICAO_NULA;
}

} else { /* Havia mais de uma chave no né */

CompactaNoMultiMS(&no, i); /* Essa fungdo completa a remogao */
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/* 0 n6 precisa ser atualizado em arquivo */
EscreveNoMultiMS(*streamArvore, posNo, &no);

}

return 1;
}
/* Neste ponto, sabe-se que a chave a ser removida possui dois filhos */
/* nao vazios. Nesse caso, substitui-se a chave a ser removida por */
/* sua sucessora imediata e remove-se essa sucessora w3/

/* A chave sucessora imediata da chave a ser removida é a menor chave da */
/* subarvore cuja raiz é o filho direito da chave a ser removida */
sucessoraEIndice = MenorChaveMultiMS(*streamArvore, no.filhos[i + 1]);

/* Agora chama-se esta fungdo recursivamente para remover a chave */

/* sucessora. Havera apenas uma chamada recursiva porque a chave */

/* sucessora possui, no maximo, um filho. /]
if (!RemoveChaveMultiMS(streamArvore, sucessoraEIndice.chave))

return 0;

/* Substitui a chave a ser removida por sua sucessora */
no.chaves[i] = sucessoraEIndice;
EscreveNoMultiMS(*streamArvore, posNo, &no);

return 1;

}

E importante observar que, na prdtica, a remogao da chave da drvore deveria vir acompanhada da respectiva
remog¢io do registro correspondente no arquivo de registro, o que nao ¢ feito aqui.

A fungao CompactaNoMultiMS(), chamada por RemoveChaveMultiMS () e apresentada a seguir, é usada para
compactar um né apds uma operagio de remogio e tem como pardmetros:

B pNo (entrada) — ponteiro para o nd que serd compactado
B posicao (entrada) — posigio da chave removida

static void CompactaNoMultiMS(tNoMultiMS *pNo, int posicao)
{
int 13
ASSEGURA (pNo->filhos[posicao] == POSICAO_NULA ||
pNo->filhos[posicao + 1] == POSICAO_NULA,
"Nenhum dos filhos da chave removida e' nulo");
/* Primeiro, move as chaves */
for (i = posicao; i < pNo->nFilhos - 2; ++1)
pNo->chaves[i] = pNo->chaves[i + 1];

/* A movimentacao de filhos depende de qual dos filhos */

/* da chave removida é vazio. Se o filho esquerdo nao *x/

/* for vazio, a movimentacdo comeca uma posicdo adiante */
if (pNo->filhos[posicao])

posicao++;

/* Move os filhos do no */
for (i = posicao; i < pNo->nFilhos - 1; ++1)
pNo->filhos[i] = pNo->filhos[i + 1];
--pNo->nFilhos; /* O numero de filhos (e de chaves) diminuiu */
}
A fungio MenorChaveMultiMS (), chamada por RemoveChaveMultiMS () e vista abaixo, encontra a menor cha-
ve de uma 4rvore multidirecional de busca armazenada em arquivo e é usada aqui para achar a chave sucessora
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imediata de uma chave a ser removida, quando essa tltima chave possui dois filhos. Os pardmetros da funcio
MenorChaveMultiMS () sao:

B streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que armazena a drvore

B raiz (entrada) — posi¢io da raiz da drvore no arquivo que contém a drvore

tChaveIndice MenorChaveMultiMS(FILE *streamArvore, +int raiz)

{
tNoMultiMS umNo; /* Armazena um né */
int pos; /* Armazena a posigdo de um né */
/* Verifica se o stream que representa a arvore é valido */
ASSEGURA (streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, MenorChaveMultiMS))3
LeNoMultiMS(streamArvore, raiz, &umNo); /* Lé o né que representa a raiz da arvore */
pos = umNo.filhos[0]; /* Armazena em 'pos' o filho mais a esquerda da raiz */
/* Encontra o né mais a esquerda na arvore */
while (pos != POSICAO_NULA) {
/* Lé o né cuja posicao no arquivo é indicada por 'pos' */
LeNoMultiMS(streamArvore, pos, &umNo);
pos = umNo.filhos[0@]; /* Desce-se até o filho mais a esquerda deste né */
}
return umNo.chaves[0]; /* Retorna o par chave/indice que tem a menor chave */
}

6.4 ArvoresB

6.4.1 Conceitos

Arvore B de ordem (ou grau) G ¢ uma drvore multidirecional de busca de ordem G balanceada na qual cada
né, exceto a raiz, possui no minimo [G/2] filhos. Por exemplo, numa drvore B de ordem 9 ou 10, cada né pos-
sui, no minimo, 3 filhos (ou 4 chaves).

Arvores B apresentam as seguintes vantagens principais com relagdo s drvores multidirecionais de busca des-
cendentes: (1) o nimero mdximo de nds acessados numa busca é pequeno e (2) todos os nés, exceto a raiz, sao
completos ou semicompletos, de modo que pouco espago é desperdicado. Arvores B e suas variantes sio muito
utilizadas na prética em sistemas de gerenciamento de arquivos e de bancos de dados, por exemplo.

Muitas vezes, em vez de grau, drvores B sao especificadas usando-se o niimero minimo de filhos que um né
pode ter, que ¢ o teto da divisao do grau por dois. Obviamente, essa ¢ uma formulagio equivalente, mas que
introduz uma complicagao a mais, visto que todas as drvores tém sido especificadas por seus graus até aqui.

Alguns autores usam o termo drvore B para representar uma familia inteira de drvores balanceadas armazena-
das em memoria secunddria, enquanto outros autores usam o mesmo termo para referir-se ao tipo especifico
de estrutura de dados descrito aqui, que ¢ a drvore originalmente proposta por Bayer e McCreight em 1972

(v. Bibliografia).
6.4.2 Busca

Como drvores B e drvores multidirecionais descendentes diferem apenas no modo como inser¢oes e remogoes
sao efetuadas, uma operagio de busca numa drvore B segue exatamente o mesmo algoritmo descrito na Se¢ao
6.1.2 para busca em drvores multidirecionais descendentes.

6.4.3 Insercao

Os dois primeiros passos do algoritmo de inser¢ao em drvores B sdo idénticos aos respectivos passos do algorit-
mo de inser¢do em drvores multidirecionais descendentes apresentados na Segao 6.1.3:
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[1] Encontra-se o né-folha dentro do qual a chave serd inserida, usando uma fun¢io como a fungio
EncontraNoMultiMS() apresentada na Segao 6.3.5.

[2] Se a folha nao estiver completa, insere-se a chave usando uma fun¢io como InsereEmFolhaMultiMS ()
apresentada na referida secio
Arvores B e drvores multidirecionais descendentes diferem no terceiro passo do algoritmo de insergao; i.e.,
quando o né-folha encontrado no segundo passo ¢ completo. Nesse caso, em vez de criar-se um novo né con-
tendo apenas uma chave, divide-se a folha completa em duas folhas.

Suponha que o grau da drvore G seja impar. Entdo as G chaves (G — I chaves na folha completa mais a cha-
ve a ser inserida) sio divididas em trés grupos: as |G/2| chaves menores sio colocadas na folha da esquerda,
as | G/2| chaves maiores s3o colocadas na folha da direita e a chave do meio ¢ inserida no né-pai seguindo o
mesmo procedimento. Os filhos a esquerda e a direita da chave colocada no né-pai serio, respectivamente, as
folhas esquerda e direita resultantes da divisao do né-folha original. A Figura 6-13 apresenta um exemplo de
inser¢ao numa 4rvore B de grau 5. Note como um né ¢ dividido e como uma chave sobe para um né no nivel
imediatamente superior.

Insercao da chave 382 | 320 540 l

Local de insercao

389* 395 406 412)(451 472] ( 493 506 511 j

llllllllllll

Chaveque( 320 540 )
subiu

Divisao

(‘395 430 4s8e j
dend

380 382 )( 406 412 ) ( 451 a72 ) ( 493 se6 511 )

lllllllllllll

FiGura 6-13: INsercAo Em ARVORE B

Se a ordem G for par, as primeiras G/2 chaves sdo colocadas na folha da esquerda e as Gltimas (G/2) — I chaves
sdo colocadas na folha da direita ou, alternativamente, pode-se colocar (G/2) — I chaves na folha da esquerda e
G/2 chaves na folha da direita. Essas duas abordagens sao respectivamente denominadas tendéncia esquerda
e tendéncia direita. Novamente, a chave do meio passa para o né-pai.

A Figura 6-14 apresenta um exemplo de inser¢io numa 4rvore B de ordem 4 com tendéncia esquerda, en-
quanto a Figura 6-15 apresenta um exemplo de inser¢do numa drvore B de ordem 4 com tendéncia direita.

Quando o né-pai para o qual a chave do meio é deslocada estd completo, repete-se o procedimento, como se ela
fosse uma nova chave sendo inserida. Esse processo pode continuar até que a raiz seja atingida e, se ela também
estiver completa, ela é dividida e cria-se uma nova raiz, como mostra a Figura 6-16. Nessa figura, o valor da
chave a ser inserida é 27 e o grau da drvore é 4. Note que, como mostra a Figura 6-16 (a), o né no qual a in-
serc¢do deverd ser efetuada, encontra-se completo, de modo que ocorrerd uma divisao de nds. A Figura 6-16 (b)
mostra essa divisdo de nds, com a subsequente subida de uma chave para o nivel superior. Observe nessa tltima
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figura, que o novo né (i.e., aquele contendo a chave 35) resultante da referida divisao fica temporariamente sem
pai, pois, ao final do processo de inser¢ao, ele serd filho direito da chave que sobe, que, como mostra a tltima
figura, ¢ aquela cujo valor é 30. A Figura 6-16 (c) mostra o resultado final do processo de inser¢ao. Note que,
quando a chave que subiu foi inserida na raiz da drvore, ocorreu outra divisiao de nés, de modo que a nova cha-
ve que subiu (nesse caso, aquela cujo valor é 40) constituiu uma nova raiz contendo apenas essa tltima chave.

Local de inser¢ao

Insercao da chave 102
(tendéncia esquerda)

90 100 “106 J( 152 186 194

111111111111
?

( 87 ‘102 140 j

(23 61 74 )( 90 oe) ( 152 186 104
lllllllllll

Nos resultantes da divisao

FiGURA 6-14: INsercAo EM ARVORE B com TENDENCIA ESQUERDA

Local de inser¢ao

Inser¢ao da chave 102
(tendéncia direita)

9o 100 “106 J( 152 186 194

llllllllllll

Chave que
subiu

( 87 100 140 j

[ >~

61 74 ) (202 106 ) ( 152 186 104 )
lllllllllll

Nos resultantes da divisao

FiGURA 6-15: INsercAo EM ARVORE B com TENDENCIA DIREITA

E importante observar que qualquer inser¢io mantém uma drvore B balanceada e que a altura de uma drvore
B aumenta quando a raiz é dividida e uma nova raiz é criada, ao passo que a largura de uma drvore B aumenta
quando outros nés sio divididos. Em virtude dessa abordagem de inser¢ao, a altura de uma drvore aumenta
apenas quando uma nova raiz é criada. Desse modo, drvores B crescem de baixo para cima e, por isso, sio de-
nominadas drvores multidirecionais ascendentes.

Para que uma insergao ocorra numa arvore B, é necessdria uma busca para localizar a folha na qual a chave
deve ser inserida. Essa busca percorre um caminho que come¢a na raiz da drvore e termina na referida folha.
Quando essa folha é completa, a inser¢io retrocede nesse mesmo caminho dividindo todos os nés completos
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encontrados no sentido inverso (i.e., da referida folha até a raiz). Esse percurso inverso encerra quando ¢ en-
contrado um né incompleto onde se pode fazer uma inser¢ao sem necessidade de divisio ou quando a raiz da
drvore ¢ encontrada. Entao se estiver completa, ela ¢ dividida e uma nova raiz é criada.

Chaveaser 54 Chave
inserida que sobe 30
Orfao
10 15 )(25/30 35)(45,52,55)(66 70 (b) tempordrio

AABAB A €1e 15')(‘25 27?@(45 52 55')(‘66 19?
y ¥y Yvy

Primeira divisao de nos

(a)

Segunda divisao
de nés

Nova raiz —»

(0)

('10 15 )( 25 21) (45 52 55)(‘66 70?

FiGura 6-16: Divisio be N6 em Arvore B com Criacio be Nova Raiz
De acordo com essa descri¢ao de algoritmo, o passo inicial da inser¢do consiste em encontrar o caminho até
um noé-folha, em vez de simplesmente encontrar esse né (como ocorre com insergio em drvores multidirecio-
nais descendentes). Esse caminho é armazenado numa pilha na qual cada elemento contém o né, seu enderego
e seu indice entre seus irmaos. Em seguida, a inser¢do ¢ feita explorando-se o caminho inverso (i.e., desempi-
lhando-se) conforme foi descrito antes.

O algoritmo de inser¢ao em drvores B segue os passos descritos na Figura 6-17.

ALGoRITMO INSEREEMARVOREB
ENTRADA: A chave ¢ a raiz da drvore B
SAiDA: A drvore modificada, se a operagio for bem-sucedida, e um valor informando o sucesso ou
fracasso da operacio

1. Se a drvore estiver vazia, crie um novo no, insira a chave nele e encerre informando o sucesso da
operagao

2. Faca uma busca usando a chave a ser inserida e empilhe os nés que se encontram no caminho
desde a raiz até o n6 no qual a chave serd inserida

3. Se a chave for encontrada, esvazie a pilha e encerre informando o fracasso da operagio (pois a
chave é primdria)

4. Atribua a varidvel chave a chave recebida como parAmetro

5. Atribua o endereco nulo a varidvel filhoDireito

6. Enquanto a pilha nao estiver vazia, faca o seguinte
6.1 Desempilhe 0 n6 no qual ocorrerd uma inser¢io
6.2 Se o nd no qual a chave serd inserida nao estiver completo, insira a chave e seu filho direito

nesse n6 e encerre informando o sucesso da operagao
6.3 Caso contrério, divida o né usando o algoritmo DivipENOEMARVOREB
6.4 Atualize as varidveis chave e filhoDireito com os valores retornados pela fungao
DivibENOEMARVOREB

7. Crie uma nova raiz tendo como filho esquerdo a antiga raiz ¢ como filho direito o né resultante

da tltima divisio de nds

FiGura 6-17: ALGORITMO DE INSERCAO EM ARVORE B
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O algoritmo de divisao de nés que complementa o algoritmo de inser¢io em drvores B ¢ apresentado na Figura

6-18.

ArcoriTMO DIVIDENGEMARVOREB
ENTRADA: A chave a ser inserida, a posi¢ao de insergio, o filho direito da chave e 0 né completo da
drvore B no qual ocorrerd a insergao
Saipa: O novo né resultante da divisdo e a chave que subird para um né no préximo nivel superior
1. Se a posigao de inser¢ao estiver na parte superior do array de chaves, faca o seguinte:
1.1 Copie a metade das chaves do né dividido menos um para um novo né direito
1.2 Insira a nova chave no né da direita
1.3 A chave que subird para o préximo nivel superior da drvore serd a dltima chave do né que
foi dividido
2. Sea posicao de insercio estiver na parte inferior do array de chaves, faca o seguinte:
2.1 Copie a metade das chaves do né dividido para o novo né
2.2 Insira a nova chave no né que foi dividido
2.3 A chave que subird para o préximo nivel superior da drvore serd a dltima chave do né que foi
dividido apés a inser¢ao da nova chave
3. Sea posicio de inser¢io coincidir com o indice central do array de chaves, faca o seguinte:
3.1 Copie a metade das chaves do né dividido menos um para o novo né

3.2 A chave que subird para o nivel superior da drvore serd a nova chave

FicurRA 6-18: ALGoriTmo DE Divisio be N6 em Arvore B

6.4.4 Remocao

A remogao de uma chave pode requerer a combinacio de nés, de modo que a drvore continue satisfazendo os
critérios estabelecidos para drvores B, conforme serd visto a seguir.

Algoritmos

O algoritmo de remogio em drvores B segue os passos descritos na Figura 6-19.

ALGoRITMO REMOVEEMARVOREB
ENTRADA: A chave e a drvore B
SAiDA: A drvore modificada, se a operagao for bem-sucedida, e um valor indicando o sucesso ou
fracasso da operagao
1. Faca uma busca pela chave a ser removida, empilhando os nés que se encontram no caminho
da raiz até o0 né que contém essa chave
2. Se a chave nio for encontrada, encerre a operagio informando que ela fracassou
3. Se a chave for encontrada numa folha
3.1 Remova a chave usando REMOVEEMFOLHADEARVOREB
3.2 Encerre indicando que a operagao foi bem-sucedida
4. Se a chave for encontrada num né que nio ¢ folha
4.1 Substitua a chave por sua sucessora (que se encontra numa folha)
4.2 Remova a chave sucessora usando REMOVEEMFOLHADEARVOREB

4.3 Encerre indicando que a operagao foi bem-sucedida

FiGura 6-19: ALGoriTmo DE REmocio Em ARvoRre B
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O algoritmo REMOVEEMFOLHADEARVOREB de remogio de uma chave de uma folha de 4rvore B segue os pas-
sos descritos na Figura 6-20.

ALGORITMO REMOVEEMFOLHADEARVOREB
ENTRADA: Uma pilha contendo os nés encontrados desde a raiz até a folha
SaipA: A pilha esvaziada e a drvore B alterada
1. Desloque para uma posi¢io anterior cada chave que segue a chave a ser removida
2. Decremente o nimero de filhos do né
3. Ajuste o n6 usando JUNTANOSDEARVOREB
4. Esvazie a pilha

FiGura 6-20: ALGoriTMo DE Remocio em FoLHA DE ARVORE B

O algoritmo JuNTANOSDEARVOREB, que combina um né com outros de uma drvore B quando ele fica com
grau abaixo do minimo estabelecido, segue os passos descritos na Figura 6-21.

ALGORITMO JUNTANGOSDEARVOREB
EnTRADA: Uma folha e uma pilha contendo os nés encontrados desde a raiz até ela
Saipa: A pilha e a drvore B alteradas
1. Se o ntimero de chaves da folha (V) nio for menor do que o niimero minimo de
chaves permitido, encerre
2. Se o irmao vizinho a esquerda (£) do né N tiver um niimero de chaves maior do
que o minimo (v. Figura 6-22)
2.1 Insira a sucessora da altima chave do né E (encontrada no né-pai) no inicio
das chaves do né6 N
2.2 Faca o filho esquerdo da (nova) primeira chave de N apontar para o filho di-
reito da tltima chave de £
2.3 Substitua a sucessora da tltima chave do né E por essa chave
2.4 Decremente o ntiimero de filhos de £
2.5 Incremente o ndmero de filhos de N
2.6 Encerre
3. Se o irmao vizinho 2 direita (D) do né N tiver um niimero de chaves maior do que
o minimo (v. Figura 6-23)
3.1 Acrescente a sucessora da tltima chave do né N ao final das chaves desse né
3.2 Faga o filho direito da (nova) dltima chave de N apontar para o filho esquerdo
da primeira chave de D
3.3 Substitua a sucessora da tltima chave do né N pela primeira chave do n6 D
3.4 Desloque cada chave e filho de D uma posicio para trds
3.5 Decremente o ntimero de filhos de D
3.6 Incremente o nimero de filhos de N
3.7 Encerre
4. Senenhum irmio vizinho do né N tiver um nimero de nés maior do que o minimo
4.1 Se N tem um irmio vizinho direito D (v. Figura 6-24)
4.1.1 Acrescente a chave sucessora (S) da dltima chave do né N ao final das
chaves de N m

FiGura 6-21: ALGorITMo DE JuNcio pE N6s Em Arvore B
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4.2

4.
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ArLGorITMO JUNTAN 0sDEARVOREB (CONTINUAGAO)

1.2 Faga o filho direito da (nova) dltima chave de N apontar para o filho
esquerdo da primeira chave de D

1.3 Desloque cada chave do né-pai de N e seu filho direito, a partir da chave
sucessora S, para uma posi¢ao anterior

1.4 Decremente o nimero de filhos do pai de N

1.5 Acrescente todas as chaves de D e seus filhos direitos ao final das cha-
ves de N

1.6 Atualize o nimero de filhos de N

1.7 Libere o né D

1.8 Ajuste o pai de N usando JUNTANOSDEARVOREB

Caso contrdrio, se N tem um irmao vizinho esquerdo E (v. Figura 6-25)

4.2.1 Acrescente ao final das chaves de E a chave sucessora (S) da tltima cha-

4.

4.

4.
4.
4.
4.
4.

vede E

2.2 Faga o filho direito da (nova) dltima chave de E apontar para o filho
esquerdo da primeira chave de N

2.3 Desloque cada chave e filho direito correspondente do né-pai de N, a
partir da chave sucessora S, para uma posi¢ao anterior

2.4 Decremente o nimero de filhos do pai de N

2.5 Acrescente cada chave de N e seu filho direito ao final das chaves de £

2.6 Atualize o ntimero de filhos de E

2.7 Libere o n6 N

2.8 Ajuste o pai de E usando JUNTANOSDEARVOREB

FiGura 6-21 (Cont): ALGoriTmo pE Juncio e Nos em Arvore B

T d

Grau > Min Grau < Min

Grau = Min Grau = Min

FiGURA 6-22: ILUSTRACAO DO PAsso 2 po ALGoriTMo JuNTANOsDEARVOREB

o B > e

..@Q97

Grau < Min Grau > Min

Grau = Min Grau = Min

FiGURA 6-23: ILUsTRACAO DO PAsso 3 po ALGoriTMo JUNTANOsDEARVOREB
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FiGURA 6-24: ILUSTRACAO DO PAsso 4.1 po ALGoriTMO JUNTANGsDEARVOREB
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.11@944.., .11 44..,
E _/ \ N E T N
I H[ID ..1318 24 28..| [ X

Grau = Min Grau < Min ’
FiGURA 6-25: ILUSTRACAO DO Passo 4.2 po ALGorITMO JUNTANGSDEARVOREB

Exemplos de Remocgéo

Os exemplos a seguir ilustram alguns casos de remog¢io numa drvore B com ordem igual a 5. Na Figura 6-26
a chave que se deseja remover ¢ aquela cujo valor é 8. Esse ¢ o tipo de remogio mais simples, pois ele nao en-
volve a alteragio de outros nés além daquele que contém a chave removida.

Chavea ser_/ =
removida O

FiGURA 6-26: ExempLo pE Remocio em Arvore B sem Juncio pe Nos

Na Figura 6-27, a chave 7 é removida. Esse exemplo de remogao explora o Passo 3 do algoritmo

JuNTANGOSDEARVOREB.

Chaveaser =
removida O
Chave que
subiu
A
Chave que

desceu
IHIIIIIIII [offzefl [[ [\ffasll27f] [ ffzell2] [ [\flslle] [ [iflzellssfl [ |

FiGura 6-27: ExempLo pE Remocio SimpLes EM ARvoRre B
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A remocio ilustrada na Figura 6-27 ¢ um pouco mais complicada do que aquela do exemplo anterior, pois
ela envolve a alteragao de trés nds:

O O né rotulado com B é aquele que contém a chave removida. Apés a remogao, esse né ficou com seu
nimero de chaves abaixo do limite permitido, de modo que, para restabelecer o nimero minimo de
chaves desse né, ele recebe a doagio da chave /0 vinda do né 4, que contém seu pai.

O Agora, ap6s essa doagio, o né 4 torna-se deficiente em niimero de chaves, de forma que o né C lhe
cede a chave /5 para suprir essa deficiéncia.

O Finalmente, os trés nés envolvidos nessa operagdo ficam com ntiimeros de nds permitidos para drvores
B e o processo ¢ encerrado.

A remogao da chave /0 ilustrada na Figura 6-28 ¢ ainda mais complicada do que aquelas dos exemplos ante-
riores, pois, desta vez, ocorrem duas jungoes de nds.

Remocdo de 10

Chavea ser_j =
removida U

Remogao de 10
(Continuagao)

JuncgiodePle ¢

Lo DE P2 com a raiz

(Continuagao)

"20"22

Ficura 6-28: ExempLo b REMocAo Em Arvore B com Juncio pe Nos

7 ||15]|16]|117

No exemplo ilustrado na Figura 6-29, a chave a ser removida é /8. O que diferencia esse exemplo dos exem-
plos anteriores é o fato de a chave a ser removida nio se encontrar numa folha. Nesse caso, a referida chave é
substituida por sua antecessora imediata (i.e., a chave /7). Como foi visto no Capitulo 3, a chave /8 poderia
ter sido substituida por sua sucessora imediata, que é a chave 20. Aqui, a escolha da antecessora ¢ pragmdtica
e diddtica. Quer dizer, se a substituta da chave a ser removida tivesse sido a sucessora imediata, o n6 contendo
essa chave substituta ficaria deficiente em niimero de chaves e precisaria ser recomposto. Enfim o exemplo se
tornaria mais longo e mais dificil de entender.
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Remocgao de 18
Chave a ser

removida |B| 18

[ [7 Taslfze[ Tl o[22

Ficura 6-29: ExempLo b Remocio pe N6 INTERNO EM ARVORE B

Como exemplo mais complexo de remo¢io numa drvore B, suponha que a drvore da Figura 6-30 tenha grau
igual a 5 e se deseje remover a chave 3.

Chave a ser

removida

Ficura 6-30: ExempLo b Remocio Em ARVORE B 1

O primeiro passo na remogao da chave 3 é encontrar sua chave sucessora, que é a chave 4. Essa chave sucesso-
ra deve substituir 3, mas essa substitui¢io deixa o né contendo 5 com um niimero de chaves menor do que o

minimo permitido (que é 2), como mostra a Figura 6-31.

.mAm.m.

Nos a ser
combinados

FiGura 6-31: ExempLo b Remocio Em ARVORE B 2

Como nenhum dos irmios vizinhos do né contendo 5 tem chaves sobressalentes, deve-se combinar esse né
com um dos seus irmaos. Aqui, combinam-se o né contendo / e 2 com aquele contendo 5 (v. Figura 6-31).
Além disso, a chave antecessora (i.e., 4) da chave 5 é acrescentada a essa combinacio de nés. O resultado dessa
combina¢io é mostrado na Figura 6-32.
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Ficura 6-32: ExempLo b REMocAo Em ARrvore B 3

Na Figura 6-32, a situa¢do se complica porque o né contendo 6 fica com um ndmero insuficiente de chaves.
Entretanto o irmio desse n6 possui uma chave sobressalente. Assim pega-se a chave /3 do irmao do né deficiente,
move-se para o né-pai e traz-se a chave /0 do né-pai para juntar-se a chave 6 no né deficiente (v. Figura 6-32).
Note que o n6 contendo as chaves // e 12 passa a ser o filho direito da chave /0, como mostra a Figura 6-33.

1= [es[lze] [22][2¢]

Ficura 6-33: ExempLo DE REMocAo Em ARVORE B 4

6.4.5 Implementacao

Tipos e Constantes

As mesmas defini¢coes de constantes e tipos utilizadas na implementacio de drvore multidirecional descenden-
te em memdria secunddria, de modo que os mesmos tipos tNoMultiMs ¢ tArvoreMultiMs (v. Secao 6.3.1)
serdo usadas na implementagao de drvore B. Além desses tipos, o tipo tNoCaminhoB, apresentado a seguir, serd
usado para definir elementos de uma pilha que armazena caminhos de nds visitados durante uma operagio de
inser¢ao ou remogao.

typedef struct {

tNoMultiMS no; /* 0 no w /]
int enderecoj /* Seu enderego /]
int pos; /* Sua posicado entre seus +irmaos */

} tNoCaminhoBj

Note que cada né num caminho de inser¢io ou remogio ¢ armazenado na pilha. Isso nao é estritamente ne-
cessério, visto que a posi¢ao de cada né no arquivo também ¢ armazenada. Mas armazenando-se esses nés, evi-
tam-se possiveis acessos adicionais para leitura de nés no meio de armazenamento secunddrio.

Funcées Auxiliares

Antes da apresentagao da fungio que implementa o algoritmo de inser¢ao para drvores B descrito na Se¢ao
6.4.3, é necessdrio discutir algumas fungdes auxiliares que facilitam a implementagao desse algoritmo.

As seguintes funcoes utilizadas na implementagao de drvore B so idénticas as fun¢oes de mesmas denomina-
¢oes usadas para drvores multidirecionais descendentes implementadas em arquivo (v. Se¢ao 6.3):
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B BuscaEmNoMultiMs() — utilizada pelas fun¢oes que fazem busca e inser¢io em drvores B (v. Segao

6.3.4).

B LeNoMultiMS() — faz a leitura de um né de uma 4rvore B armazenada em arquivo (v. Se¢ao 6.3.3)

B IniciaNoMultiMS() — cria um né de uma drvore multidirecional armazenada em arquivo (v. Segao

6.3.5)

A fungao EncontraCaminhoB (), apresentada a seguir, armazena (i.e., empilha) o caminho de nés visitados desde
a raiz até o né no qual uma chave é encontrada ou no qual ela deve ser inserida. Essa fungao faz uso de uma pilha
implementada como lista encadeada (v. exemplo completo no site deste livro). A fun¢ao EncontraCaminhoB ()
¢ semelhante a fun¢ao EncontraNoMultiMS () apresentada na Segao 6.3.5, mas agora o caminho da raiz até

EscreveNoMultiMS() — atualiza o conteido de um né no arquivo (v. Se¢ao 6.3.3)

o n6 encontrado é empilhado. Os pardmetros da fun¢io EncontraCaminhoB () sao:

B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

B chave (entrada) — a chave de busca

raiz (entrada) — posi¢ao no arquivo da raiz da drvore

posicaoDaChaveNoNo (saida) — ponteiro para uma varidvel que conterd o indice da chave no né

encontrado (saida) — ponteiro para uma varidvel que indicard se a chave foi encontrada

B *pilha (saida) — pilha que armazenard o caminho de nés visitados

static void EncontraCaminhoB(FILE *stream, tChave chave, int raiz,

int *posicaoDaChaveNoNo, int *encontrado, tPilha *pilha)

{

int p, /* Contera a posicao desejada */
indiceNo; /* Indice de um né entre seus irmaos */

tNoMultiMS umNo;
tNoCaminhoB caminho;

/* Verifica se o stream é NULL */

ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, EncontraCaminhoB));

/* Tenta mover o apontador de arquivo para seu inicio */

MoveApontador (stream, 0, SEEK_SET)}

p = raiz; /* Comega busca na raiz da arvore */
indiceNo = -13 /* A raiz nao tem 1irmaos */

*encontrado = 03 /* A chave ainda nao foi encontrada */

CriaPilha(pilha); /* Inicia a pilha */

/* Desce na arvore até encontrar a chave de busca ou
/* atingir uma folha na qual a chave ndo se encontra

while (p != POSICAO_NULA) {

/* L& um n6é da arvore na posicao p do arquivo */

LeNoMultiMS(stream, p, &umNo);
/***

/*** Cria o item que sera empilhado
/***

caminho.no = umNo; /* Armazena o né
caminho.endereco = p; /* Armazena a
caminho.pos = indiceNo; /* Armazena

***/
***/
***/

no item da
posicao do
seu 1indice

Empilha(caminho, pilha); /* Faz o empilhamento

/* Tenta encontrar a chave no né corrente */

indiceNo = BuscaEmNoMultiMS(chave, &umNo)3

pilha
no */
entre

*/

*/
*/

*/

irmaos */



}
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/* Verifica se a chave foi encontrada */

if(( indiceNo < umNo.nFilhos - 1) && chave == umNo.chaves[indiceNo].chave) {
*encontrado = 1; /* A chave foi encontrada */
*posicaoDaChaveNoNo = indiceNo;

return;

/* A chave ainda ndao foi encontrada. Desce um nivel na arvore */
p = umNo.filhos[indiceNo];

/* A chave nado foi encontrada. 'posicaoDaChaveNoNo' contera o indice no */
/* ultimo né visitado (folha) no qual a chave devera ser -inserida *x/
*posicaoDaChaveNoNo = indiceNo;

A fungio InsereEmNoB (), apresentada a seguir, insere uma chave e seu respectivo filho direito num né incom-
pleto de uma drvore B. Essa fungao é parecida com a fun¢io InsereEmFolhaMultiMS () utilizada em inser¢ao
em drvores multidirecionais descendentes. No caso de drvores B, contudo, inser¢oes nio ocorrem apenas em
folhas. Os pardmetros dessa fungao sao:

B *pNo (entrada/saida) — né no qual serd feita a inser¢io
B pos (entrada) — posi¢io no array de chaves do né na qual a chave serd inserida
B chaveEIndice (entrada) — par chave/indice que serd inserido

B pFilho (entrada) — ponteiro para o filho a ser inserido a direita do novo par

static void InsereEmNoB(tNoMultiMS *pNo, int pos, tChaveIndice chaveEIndice, int pFilho)

{

}

int 13

/* Verifica se o n6 é valido */
ASSEGURA( pNo, "Tentativa de insercao em no' nulo" )3

/* Verifica se a posicdo de insercao é valida */
ASSEGURA (pos <= pNo->nFilhos, ERRO_POSICAO(InsereEmNoB));

/* Abre espaco para a nova chave */
for (i = pNo->nFilhos - 13 i > pos; --1){
pNo->filhos[i + 1] = pNo->filhos[i]};
pNo->chaves[i] = pNo->chaves[i - 1];

/* Insere o novo par chave/indice e seu filho direito */
pNo->chaves[pos] = chaveEIndice; /* Insere o par */
pNo->filhos[pos + 1] = pFilho; /* Insere seu filho direito */

/* 0 nimero de filhos (e de chaves) foi acrescido de um */
pNo->nFilhos++;

A fungiao CopiaChavesB(), apresentada a seguir, ¢ utilizada para copiar chaves e filhos de um né para outro.
Essa fungao ¢ ttil no processo de divisao de nds, que ¢ fundamental no processo de inser¢iao em drvores B. Os
pardmetros dessa funcio sio:

B pNol (entrada) — ponteiro para o né cujas chaves serao copiadas
B *pNo2 (saida) — né que receberd as chaves copiadas

B indicelI (entrada) — indice da primeira chave a ser copiada

B indiceF (entrada) — indice da tltima chave a ser copiada
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static void CopiaChavesB( const tNoMultiMS *pNol, tNoMultiMS *pNo2,
int indiceI, int indiceF )
{
int 1,
nChaves; /* Numero de chaves a copiar. Essa variavel */
/* nao é essencial, mas facilita a operagao */
nChaves = indiceF - indiceI + 1;

/* Verifica se o numero de chaves é valido */
ASSEGURA( nChaves < G, "Chaves demais para copiar" );

/* Idem */

ASSEGURA( nChaves > 0, "ERRO: Nao ha' chaves para copiar" );
/* Copia chaves e filhos do né apontado por */
/* pNol para o né apontado por pNo2 */

for (i = 03 i < nChavesj ++i) {
pNo2->chaves[i] = pNol->chaves[indiceI + 1i];
pNo2->filhos[i] = pNol->filhos[indiceI + 1i];

/* Faltou copiar o ultimo filho */
pNo2->filhos[nChaves] = pNol->filhos[indiceI + nChaves];

/* Atualiza o numero de chaves do né que recebeu a doagao */
pNo2->nFilhos = nChaves + 1;
}
A fungao DivideNoB(), apresentada a seguir, implementa o processo de divisio de nés e é fundamental no
processo de inser¢ao em drvores B. Os pardmetros dessa fun¢io sao:
B *pNoDiv (entrada/saida) — né que serd dividido
B pos (entrada) — posi¢ao onde a nova chave serd inserida se ela for menor do que a chave intermedidria
B chaveEIndice (entrada) — a chave (e seu respectivo indice) que serd inserida num dos nds resultantes
da divisao ou num né que fica num nivel acima
B pFilhoDireita (entrada) — posi¢do no arquivo do né que serd o filho a direita da chave inserida
B *pNoDireita (saida) — posi¢ao no arquivo do novo né no qual serdo colocadas as chaves superiores
do né dividido
B *chaveMeio (saida) — a chave do meio (i.e., aquela que subird para o né-pai do né dividido)
B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore
static void DivideNoB( tNoMultiMS *pNoDiv, int pos,

tChaveIndice chave, int pFilhoDireita,
int *pNoDireita, tChaveIndice *chaveMeio, FILE *stream )

static const int meio = G/2; /* Evita recalcular esse valor */
/* a cada chamada desta funcao */
tNoMultiMsS noDireita; /* Novo né que serd acrescentado a arvore */

/* Inicia o novo n6é que recebera as chaves superiores */
IniciaNoMultiMS(NULL, &noDireita)j

/* Efetua a insercao com a devida divisdao de nés */
if (pos > meio) { /* Caso 1: A nova chave pertence ao novo né da direita */
/* Copia metade menos uma chave do né dividido para o novo né */
CopiaChavesB(pNoDiv, &noDireita, meio + 1, G - 2)3

/* Insere a nova chave no novo né da direita */
InsereEmNoB( &noDireita, pos - meio - 1, chave, pFilhoDireita );
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pNoDiv->nFilhos = meio + 13 /* Ajusta o numero de nés do né dividido */

/* A chave que subira é a ultima chave do */
/* né que foi dividido depois da divisdao */
*chaveMeio = pNoDiv->chaves[meio];
} else if (pos == meio) { /* Caso 2: A nova chave é aquela que subira um nivel */
/* Copia metade das chaves do né dividido para o novo né */
CopiaChavesB(pNoDiv, &noDireita, meio, G - 2);

pNoDiv->nFilhos = meio + 13 /* Ajusta o numero de nés do noé dividido */

/* 0 filho direito da nova chave passa */
/* a ser o primeiro filho do novo no */
noDireita.filhos[0] = pFilhoDireita;

*chaveMeio = chave; /* A chave que subira é a nova chave */
} else { /* Caso 3: A nova chave pertence ao né que sera dividido */
/* Copia metade das chaves do né dividido para o novo né */
CopiaChavesB(pNoDiv, &noDireita, meio, G - 2);

/* Ajusta o numero de nés do né dividido */
pNoDiv->nFilhos = meio + 1;

/* Insere a nova chave no né que foi dividido */
InsereEmNoB(pNoDiv, pos, chave, pFilhoDireita);

/* A chave que subira é a ultima chave do */
/* né que foi dividido depois da divisdao */
*chaveMeio = pNoDiv->chaves[meio];
/* Corrige o numero de filhos do né dividido, pois *x/

/* sua ultima chave subira para o préximo nivel acima */
--pNoDiv->nFilhos;

/* 0 novo né sera armazenado ao final do arquivoj */
/* portanto sua posicao no arquivo sera igual ao */

/* nimero de registros (ndés) do arquivo (NB: a *x/
/* indexacdo do arquivo come¢a em zero; por isso, */
/* nao se acrescenta 1 a esse valor). i)

*pNoDireita = NumeroDeNosB(stream);

EscreveNoMultiMS(stream, *pNoDireita, &noDireita); /* Atualiza né no arquivo */

A fungao DivideNoB() insere uma chave num né completo, criando um novo né para a metade superior das
chaves e mantendo a metade inferior das chaves no né dividido. A chave intermedidria é guardada para posterior
inser¢io num né que fica num nivel acima. Observe que, se o grau da drvore for par, a drvore terd tendéncia a
esquerda; i.e., 0 né dividido terd uma chave a mais do que o novo né. E importante notar ainda que o né apon-
tado por pNoD1iv deve ser atualizado no arquivo que contém a drvore pela fun¢io que chama a presente fungao.

As fungdes auxiliares apresentadas até aqui sao aquelas utilizadas em busca e inser¢ao em drvores B. As fungdes
auxiliares usadas em remogio serdo apresentadas oportunamente mais adiante.

Busca

A fungao BuscaB(), que implementa o processo de busca em drvores B armazenadas em arquivo ¢ essencial-

mente igual aquela que faz 0 mesmo para drvores multidirecionais descendentes. Por essa razao, a fun¢io nao

serd apresentada aqui.
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Inser¢éo
A fungio InsereB(), apresentada a seguir, ¢ a fungdo principal do processo de inser¢do em drvores B. Essa
fungao insere um par chave/indice numa 4rvore B armazenada em arquivo e seus parAmetros sio:

B *posicaoRaiz (entrada/saida) — posicio da raiz da drvore no arquivo

B chaveEIndice (entrada/saida) — ponteiro para um par chave/indice que serd encontrado ou inserido

B streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

A fungéo InsereB() retorna 1, se houver inser¢do, ou 0, em caso contrario.

int InsereB( int *posicaoRaiz, tChaveIndice *chaveEIndice, FILE *streamArvore )

{

tNoMultiMsS no; /* Novo né que podera ser -tinserido */
int encontrado, /* Indicara se a chave foi encontrada */
indiceDaChave, /* Indice da chave no né onde W/
/* ela for encontrada ou 1inserida */
pFilhoDireito,
pNoD1ireitos
tPilha pilha; /* Pilha que armazenara o caminho de néds visitados */

tNoCaminhoB caminhoj /* Armazenara cada item desempilhado */
tChaveIndice chaveAlInserir, chaveQueSobe;

/* 0 stream que representa o arquivo 5/
/* que contém a arvore nao pode ser NULL */
ASSEGURA( streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, InsereB) )3

/* Verifica se a arvore ja existe */
if (*posicaoRaiz == POSICAO_NULA) {
/* A arvore ainda nao foi criada */

/* Cria a raiz */
IniciaNoMultiMS(chaveEIndice, &no)3
indiceDaChave = 03
*posicaoRaiz = 03

/* Armazena a raiz da arvore na posigcao 0 do arquivo */
EscreveNoMultiMS (streamArvore, 0, &no);

return 1;

/* Tenta encontrar o né que contém a chave e o caminho que leva até ele */
EncontraCaminhoB( streamArvore, chaveEIndice->chave, *posicaoRaiz,
&indiceDaChave, &encontrado, &pilha )3

/* Verifica se a chave foi encontrada */
if (encontrado) {
/* A chave foi encontrada. Obtém o valor do par =/
/* chave/indice que se encontra no topo da pilha. */
caminho = Desempilha(&pilha);

/* Atualiza-se o indice do par 'chaveEIndice', */
/* cujo endereco foi recebido como parametro. */
chaveEIndice->indice = caminho.no.chaves[indiceDaChave].indice}

EsvaziaPilha(&pilha); /* Antes de retornar, esvazia-se a pilha */

return 03 /* Nao houve insercao */

/* A diferenca significativa entre esta fungcdo e a funcdo correspondente */
/* para arvores multidirecionais descendentes comega aqui /]
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/* A insercao come¢a numa folha. Assim o filho */

/* a direita da chave a ser inserida é nulo

pFilhoDireito =

POSICAO_NULA;

*/

/* A primeira chave a ser 1inserida é aquela recebida como parametro */
*chaveEIndice;

chaveAInserir =

/* Percorre o caminho inverso até encontrar */
/* a raiz ou um né incompleto para insercgao */
while (!PilhavVazia(pilha)) {

caminho = Desempilha(&pilha); /* Obtém informagdes sobre o né corrente */

/* Verifica se é possivel 1inserir neste né */

if (caminho.no.nFilhos < G) {
/* Ha espago para insercdo neste né */
InsereEmNoB(&caminho.no, indiceDaChave, chaveAlInserir, pFilhoDireito);

/* Atualiza o né na arvore */

EscreveNoMultiMS(streamArvore, caminho.endereco, &caminho.no);

/* 0 conteudo da pilha ndo é mais necessario */
EsvaziaPilha(&pilha);

return 13 /* Servigo concluido */

/* 0 né corrente é completo e precisa ser dividido */
DivideNoB( &caminho.no, +indiceDaChave, chaveAlInserir,

pFilhoDireito, &pNoDireito, &chaveQueSobe, streamArvore );

/* Atualiza o né na arvore */

EscreveNoMultiMS(streamArvore, caminho.endereco, &caminho.no)

/* 0 filho a direita da chave que subira para o nivel */
/* superior sera o novo né criado no nivel atual =/

pFilhoDireito
indiceDaChave
chaveAInserir

}

pNoDireito;
caminho.pos;
chaveQueSobe}

/* Neste ponto, sabe-se que o ultimo caminho desempilhado continha uma
/* raiz completa, que ja foi dividida no lago while. Resta criar uma
/* nova raiz contendo a chave que deve subir um nivel tendo como filho

/* direito o né dividido e a esquerda a antiga
IniciaNoMultiMS (&chaveQueSobe, &no); /* Cria a

/* 0 filho da esquerda da nova raiz é o né
/* que restou da raiz antiga apés a divisao

no.filhos[0] = caminho.endereco;

/* 0 filho da direita da nova raiz é o novo

no.filhos[1] = pNoDireito;

raiz apés a divisao
nova raiz */

*/
*/

né resultante da diviséo

*/
*/
*/
*/

*/

/* A nova raiz sera acrescentada ao final do arquivo que armazena a */
/* arvore. Portanto sua posicdo é igual ao numero corrente de nés.

*posicaoRaiz = NumeroDeNosB(streamArvore);

*/
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EscreveNoMultiMS(streamArvore, *posicaoRaiz, &no); /* Atualiza raiz no arquivo */

return 13 /* Insercdo bem-sucedida */

}

A fungio IniciaNoMultiMS () chamada por InsereB() foi definida na Se¢ao 6.3.5.
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Remocdo
A fun¢io RemoveChaveB () remove a chave especificada de uma drvore B armazenada em arquivo. Os para-
metros dessa funcio sio:

B *streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que armazena a rvore

B *raiz (entrada/saida) — posi¢ao no arquivo da raiz da drvore

B chave (entrada) — a chave que serd removida
A func¢io RemoveChaveB() retorna 1, se a remogao for bem-sucedida, ou 0, em caso contririo. O algoritmo
seguido por essa funcio é aquele apresentado na Figura 6-19.

int RemoveChaveB(FILE *streamArvore, int *raiz, tChave chave)

{
int encontrado, /* A chave foi encontrada? */
indiceDaChave, /* Indice da chave no né no qual */
/* ela esta ou deveria estar x/

iEntreIrmaos, /* 0 indice de um né entre seus irmaos */
p, /* Posicdo de um né no arquivo que armazena a arvore */
pNoDaRemocaoj /* Posicao em arquivo do ndé que */
/* contém a chave a ser removida */
tPilha pilha, /* Pilha que armazenara o caminho de nés visitados */
pilhaAux; /* Uma pilha auxiliar */
tNoCaminhoB caminho; /* Um elemento da pilha que representa o caminho de ndés */
tNoMultiMsS no; /* Um né da arvore */

/* Se a arvore for vazia, nao ha chave para remover */
if (*raiz == POSICAO_NULA)
return 03 /* Nao ha chave para remover */

/* Encontra o caminho da raiz até o n6é */
/* que contém a chave a ser removida s /]
EncontraCaminhoB(streamArvore, chave, *raiz, &indiceDaChave, &encontrado, &pilha);

/* Se a chave nao for encontrada, nao ha mais nada a */

/* fazer. Mas antes de retornar, esvazia-se a pilha. */
if (!encontrado) {

EsvaziaPilha(&pilha)}

return 03 /* Nao ha chave para remover */

}

/*** A chave foi encontrada e informagdées sobre ***/
/*** o né que a contém estdo no topo da pilha wILILY ]

/* Obtém o elemento no topo da pilha sem desempilha-lo */
caminho = ElementoTopo(pilha);

/* Verifica se o né no qual sera feita a remocdo é uma folha */
if (caminho.no.filhos[0] == POSICAO_NULA) {
/* 0 n6 é uma folha. A funcdo RemoveEmFolhaB() completa o servico */
RemoveEmFolhaB (&pilha, streamArvore);

return 13 /* Servico concluido */

/* A chave a ser removida ndao se encontra numa folha. E necessario substitui e /f
/* -la por sua sucessora e, depois, remover esta sucessora. Em seguida, sera *x/

/* feito um caminhamento, empilhando os nés no caminho que leva até a sucessora */

/* Guarda a posicdo em arquivo do né que contém a chave */
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pNoDaRemocao = caminho.endereco;

/*** Sera feita uma descida na arvore usando ***/
/*** p para 1indicar um né no nivel corrente ***/

/* Atribui a p a posigcdo do filho direito da chave a ser removida */
p = caminho.no.filhos[indiceDaChave + 1];
iEntreIrmaos = indiceDaChave + 1;

ASSEGURA(p != POSICAO_NULA, "p nao deveria ser POSICAO_NULA em RemoveChaveB()")3;

/* Segue descendo até encontrar uma subarvore esquerda vazia */
while (p != POSICAO_NULA) {
LeNoMultiMS(streamArvore, p, &no)3; /* L& o né na posigdo indicada por p */

/* Armazena num item da pilha o né mais recentemente visitado, */
/* sua posigdo no arquivo da arvore e seu indice entre irmaos */
caminho.no = no;
caminho.endereco = p;
caminho.pos = iEntreIrmaos;

Empilha(caminho, &pilha); /* Faz o empilhamento */
p = no.filhos[0]; /* Desce mais um nivel a esquerda da primeira chave */

iEntreIrmaos = 0; /* A primeira chave tem indice zero */

}

/* A chave sucessora da chave a ser removida é a primeira chave do &3/
/* altimo né lido. Essa chave sucessora deve substituir a chave a */
/* ser removida. Portanto é preciso substituir a chave a ser removida */
/* no n6é que se encontra na pilha. /]

/* Cria uma pilha auxiliar para guardar os né */
/* que se encontram sobre o né a ser alterado */
CriaPilha(&pilhaAux);
do { /* Desempilha até encontrar o né que sera alterado */
caminho = Desempilha(&pilha);
Empilha(caminho, &pilhaAux);
} while (caminho.endereco != pNoDaRemocao)

/* Substitui a chave a ser removida por sua sucessora */
caminho.no.chaves[indiceDaChave] = no.chaves[0];

/* Atualiza né no arquivo */
EscreveNoMultiMS(streamArvore, caminho.endereco, &caminho.no);
/* Reconstréi a pilha */
while (!PilhaVazia(pilhaAux)) {
caminho = Desempilha(&pilhaAux);
Empilha(caminho, &pilha);

/* Resta remover a chave sucessora na folha que se encontra no topo da pilha */
RemoveEmFolhaB (&pilha, streamArvore);

return 13 /* Remogdo bem-sucedida */
}
A fungdo RemoveChaveB () chama as seguintes fun¢oes auxiliares:

B CompactaNoMultiMS(), que compacta um né de uma drvore B apds uma remocio. Essa fungio ¢
idéntica aquela com a mesma denominagio apresentada na Se¢ao 6.3.6.
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B RemoveEmFolhaB(), que remove uma chave de uma folha de uma drvore B (v. adiante).

As demais fungdes chamadas por RemoveChaveB () representam operagoes bdsicas sobre pilhas: EsvaziaPilha(),
ElementoTopo(), Empilha(), CriaPilha(), Desempilha(),PilhaVazia(). Espera-se que leitor nio tenha
dividas com relagao a cada uma dessas operagoes (caso contrario, aconselha-se a consultar o Volume 1 desta obra).

A fungao RemoveEmFolhaB () remove uma chave de uma folha de uma drvore B e seus pardmetros sio:
B *pilha (entrada/saida) — pilha que armazena os nds encontrados no caminho da raiz até a folha
(incluindo-a)
B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore

static void RemoveEmFolhaB(tPilha *pilha, FILE *stream)
{

tNoCaminhoB caminho; /* Um elemento da pilha que representa o caminho de nés */
int 13
ASSEGURA( !PilhaVazia(*pilha), "ERRO: Pilha vazia em RemoveEmFolhaB()" )3

/* No topo da pilha, encontra-se a folha na qual a remocao sera efetuada */
caminho = Desempilha(pilha);

/* Move as chaves */
for (i = caminho.posj i1 < caminho.no.nFilhos - 2j ++1)
caminho.no.chaves[i] = caminho.no.chaves[i + 1]}

caminho.no.nFilhos--; /* 0 numero de filhos da folha foi reduzido */

/* Chama JuntaNosB() para completar o servigo */
JuntaNosB(&caminho.no, pilha, stream);

/* Atualiza o né na arvore */
EscreveNoMultiMS(stream, caminho.endereco, &caminho.no);

/* 0 conteudo da pilha nao é mais necessario */
EsvaziaPilha(pilha)}
}
A fungao JuntaNosB() chamada por RemoveEmFolhaB() combina um né com outros nés de uma drvore B
quando ele fica com um nimero de chaves abaixo do minimo permitido. Essa fungio é longa demais para ser
apresentada neste livro. O leitor poderd encontri-la no site dedicado ao livro na internet.

6.4.6 Persisténcia de Dados

Esta secdo discute fungdes que garantem a persisténcia dos dados armazenados numa drvore B entre segoes de
execu¢do de um programa-cliente. Quer dizer, as fungdes que serdo discutidas aqui permitem que uma drvore
B criada numa segio de execu¢io de um programa-cliente possa continuar sendo usada em segoes de execugio
subsequentes do mesmo programa sem que a drvore precise ser reconstruida a cada segao. Essa persisténcia de
dados garantida por essas fungdes é importante porque, tipicamente, a construgio de uma drvore B utilizada
como tabela de busca para recuperagio de dados num arquivo contendo milhées de registros leva um tempo
considerdvel.

A fungio LeRaizB() & num arquivo bindrio a posi¢ao da raiz de uma drvore B armazenada em arquivo. Seu
tnico pardmetro é o nome do arquivo que armazena a raiz da drvore ¢ ela retorna o valor lido no arquivo.

int LeRaizB(const char *nomeArgRaiz)

{

FILE *stream;
int raiz;

/* Tenta abrir o arquivo que contém a raiz da arvore para leitura apenas */
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stream = AbreArquivo(nomeArqRaiz, "rb");
fread(&raiz, sizeof(raiz), 1, stream);

/* Certifica-se que ndao ocorreu erro de leitura */
ASSEGURA( ! ferror (stream), ERRO_FREAD(LeRaizB));

FechaArquivo(stream, nomeArqRaiz); /* O arquivo ndo precisa mais estar aberto */

return raiz;

}

A fungio EscreveRaizB() escreve num arquivo bindrio a posi¢io da raiz de uma drvore B armazenada em
arquivo e seus pardmetros sio:
B nomeArqRaiz — string que representa o nome do arquivo que armazena a raiz da drvore

B raiz — indice do né que representa a raiz no arquivo que representa a arvore

void EscreveRaizB(const char *nomeArqRaiz, int raiz)

{
FILE *stream;
/* Tenta abrir o arquivo que contém a raiz da arvore para escrita apenas */
stream = AbreArquivo(nomeArqRaiz, "wb")j
fwrite(&raiz, sizeof(raiz), 1, stream);
/* Certifica-se que ndo ocorreu erro de escrita */
ASSEGURA( ! ferror(stream), ERRO_FWRITE(EscreveRaizB));
FechaArquivo(stream, nomeArqRaiz); /* O arquivo ndo precisa mais estar aberto */
}

6.4.7 Programa-cliente

Um programa-cliente que use a implementacio de drvore B apresentada acima deve incluir funcoes que verifi-
quem se a drvore B com a qual ele espera contar existe no local (i.e., diretério) esperado. Se esse for o caso, ele
pode instar o usudrio a decidir se ele pretende usar a drvore jd existente ou criar uma nova drvore. Se o progra-
ma nio encontra a drvore no local esperado ou se o usudrio deseja construir uma nova drvore o programa lé o
arquivo de registro e constréi a devida drvore. Um programa que assim procede e oferece as operagoes bdsicas
de uma tabela de busca pode ser encontrado no site dedicado ao livro na internet.

6.4.8 Analise
Como foi visto acima, o grau de uma drvore B depende do tamanho da chave e do bloco. Nesta se¢ao, serd
mostrado que a altura de uma drvore B serd bem pequena quando o grau da drvore for suficientemente grande.

O grau minimo d de uma drvore multidirecional ¢ o menor grau permitido para cada né dessa drvore. No caso
de drvores B, o grau minimo ¢ a metade do grau da drvore (i.e., d = [G/2]).

Teorema 6.1: Sejam a a altura, d o grau minimo e 7 o nimero de chaves de uma drvore B. Entdo:

1
a <|log, % +1

Prova: A drvore B de maior altura é obtida quando cada né possui o menor grau permitido. Ou seja, quando
a raiz da drvore possui dois filhos e os demais nds possuem d filhos, como mostra a Figura 6-34. Na
situacdo exposta nessa figura, o nimero total de nés da drvore B ¢ dado por:

Nuamero de chaves no primeiro nivel: I +

Nuamero de chaves no segundo nivel:  2(d—-1) +
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Numero de chaves no terceiro nivel: 2d(d—1) +

Nuamero de chaves no quarto nivel:  2d’(d—1) +

Usando esse raciocinio, obtém-se que o nimero total de chaves no pior caso de uma drvore B é dado por:

a—1
%(d—l):zd‘“—l

a—2
npiorcaso =1+ ZZdl (d—l) =142
i=0

O ultimo resultado foi obtido aplicando-se a férmula de soma de elementos de uma progressio geomé-
trica e fatorando-se a expressao resultante da aplicagio dessa férmula. Diante desse resultado, a relagao
entre o nimero de chaves em qualquer drvore B e sua altura pode ser expressa como:

n>—-1+2d4“"
Resolvendo-se essa inequacio para a altura a, obtém-se:
n+1
a<log, ntl +1
2 | |
1ch Nimero
chave Nivel dends
------------------------------------ 11
2 filhos
d-1chaves — = Lo T 2 2
dfilhos dfilhos
----------- 3 2
FiGura 6-34: ALTURA MAXIMA DE UMA ARVORE B
Corolario 6.1: No nivel @ de uma drvore B, h4, pelo menos, 2d“~' — I chaves.
Prova: V. prova do Teorema 6.1. ]

O pior caso de busca numa drvore B ocorre quando ela possui 0 menor niimero de filhos permitidos em ca-
da né. Isto ¢, quando ela possui dois filhos na raiz e d = [G/2] filhos em cada um dos demais nés, sendo G o
grau da drvore. Suponha que, como foi visto no exemplo da Se¢io 6.3.1, o grau de uma drvore B seja 340, de
modo que seu grau minimo seja /70. Entao de acordo com o Coroldrio 6.1, ela terd no nivel 3, pelo menos:

2:d* 1 — 1 chaves = 2:-170° — 1 = 57.800 chaves

Por sua vez, no nivel 4, essa mesma drvore poderia conter, no minimo, 9.826.000 de chaves.

Um fator de otimizagao para tabelas de busca implementadas como drvores B consiste em deixar a raiz sempre
armazenada em memdria principal, pois como qualquer operagio com drvore B comeca sempre na raiz da dr-
vore, economiza-se um acesso a0 disco sempre que for necessédrio efetuar uma delas.

Considerando o exemplo anterior, podem-se realizar operagoes tipicas sobre essa drvore B com capacidade de ar-
mazenar quase 10 milhées de chaves com, no maximo, apenas trés operacoes de leitura ou escrita. Evidentemente,
na primeira dessas operagoes, a raiz da drvore deve ser lida. Também, se a raiz for alterada, ela deve ser reescrita
no meio de armazenamento.



6.5 ArvoresB+ | 331

De acordo com o Teorema 6.1, para um valor de G (o grau da drvore) suficientemente grande, a altura de
uma drvore B é pequena mesmo quando se armazena nela um grande niimero de chaves. Por exemplo, se G
for igual a 200 (e, portanto, d for igual a 100) e o nimero de chaves for igual a 100.000.000 (cem milhoes),
tem-se que a < 4, de modo que, na pior situacdo, encontrar uma chave nessa drvore requer no méximo quatro
acessos ao disco. Melhor ainda, se a raiz da drvore for mantida sempre em meméria principal, esse nimero de
acessos ¢ reduzido para trés.

Teorema 6.2: Qualquer operacio de busca, inser¢ao ou remogao em drvores B com grau minimo d e n chaves
requer menos do que /og, 1 acessos @ memoéria secunddria.

Prova: No caso de busca, a prova ¢ trivial (v. abaixo). Inser¢io numa drvore B requer a execu¢do dos seguin-
tes passos:

1. Uma operagio de busca pelo local de inser¢ao que, de acordo com o Teorema 6.1, requer no méximo

n+l
logd T +1

operagdes de leitura em disco.

2. Inser¢do da chave no devido né eventualmente seguida por divisoes de nés que, no pior caso, po-
dem se propagar até a raiz da drvore.

No melhor caso de inser¢do, que é aquele no qual nao ocorre nenhuma divisao, o nimero de acessos
ao disco ¢é acrescido de apenas uma operagao de escrita em arquivo do né modificado. Contudo, no
pior caso, que ¢ aquele em que ocorrem divisoes até a raiz da drvore, o niimero de acessos adicionais de
escrita em disco ¢ igual ao nimero de nds visitados em busca pelo local de insercao.

A prova para remogao ¢ feita de modo semelhante ao caso para inser¢io e é deixada como exercicio. m
Pode-se mostrar” que a probabilidade média de ocorréncia de uma divisao de né6 numa drvore B é dada por:
1
|G/4]-1

Esse resultado indica que, quanto maior for o grau da drvore, menor é a probabilidade de ocorréncia de divi-
sa0 de nos. Por exemplo, se uma drvore B tiver grau G igual a 200, tem-se que a possibilidade de ocorréncia de
divisao é igual a 2%. Ou seja, nesse caso, a cada 100 inser¢oes espera-se que ocorram duas divisdes de nés. Por
consequéncia a propagagio da divisdo de nés até a raiz durante uma inser¢io é um evento muito raro.

A exigéncia de que cada né interno tenha pelo menos [G/2] filhos implica que cada bloco de disco usado para
suportar uma drvore B é pelo menos preenchido pela metade. Raramente, os nés de uma drvore B sao comple-
tos, mas estudos analiticos e experimentais indicam que a ocupacgio de nés é proxima de 67%, o que é consi-
derado muito bom.

6.5 ArvoresB+

6.5.1 Conceitos

Numa 4rvore B+ todas as chaves sao mantidas em folhas e outros nés contém repeti¢des das chaves (nem todas
as chaves sdo repetidas). Essas folhas sio conectadas e constituem uma lista encadeada. Além disso, os registros
estao associados apenas as chaves contidas nas folhas, de modo que uma busca termina sempre numa folha
(i.e., a busca ndo para se a chave for encontrada num né que nio seja folha). A principal vantagem oferecida
por drvores B+ ¢ a facilidade de se percorrerem os nds sequencialmente, que é uma das maiores deficiéncias de

[4] Consulte, por exemplo, Drozdek, A., Data Structures and Algoritmos in C++ (v. Bibliografia).
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drvores B. A lista encadeada de folhas de uma rvore B+ ¢ denominada conjunto sequencial. As ligagdes do
conjunto sequencial permitem ficil processamento sequencial. Nés internos formam um conjunto de indices
e as folhas sio encadeadas da esquerda para a direita formando um conjunto sequencial.

Os niveis superiores de uma drvore B+, que sdo organizados como uma drvore B, consistem apenas de um ro-
teiro para permitir rdpida localizacio de chaves. A Figura 6-36 mostra a separacio lgica do conjunto de in-
dices e do conjunto sequencial.

6.5.2 Busca

Uma operagio de busca numa drvore B+ comega na raiz da drvore e prossegue seguindo os filhos encontrados
no conjunto de indices, como ocorre numa busca em drvore B, até encontrar uma folha. Como todas as cha-
ves que efetivamente fazem parte de uma tabela representada por uma drvore B+ residem em folhas, operagoes
de busca em drvores B+ diferem de buscas em drvores B no sentido de que uma busca nao ¢ encerrada quando
uma chave no conjunto de indices é igual & chave de busca. Em vez disso, o filho direito dessa chave é seguido
e a busca prossegue até atingir uma folha.

O algoritmo completo de busca em 4rvore B+ ¢ exibido na Figura 6-35.

ArGoriTMO BuscAEMARVOREB+
EnTRADA: Uma chave de busca, a raiz de uma drvore B+ e o arquivo que contém a drvore
SaipA: O valor associado a chave que casa com a chave de busca ou um valor informando que a
chave nio foi encontrada
1. Faca com que a raiz da drvore seja o né corrente
2. Enquanto o né corrente for um né interno, faga:
2.1 Encontre a posi¢io em que a chave estd ou deveria estar no né corrente
2.2 Se a chave foi encontrada, faca com que o né corrente passe a ser seu filho direito
2.3 Caso contrdrio, se a chave for menor do que alguma chave do né corrente, faga com que o
né corrente seja o filho esquerdo da chave que ocupa a (virtual) posicao da chave de busca
2.4 Caso contrdrio, faca com que o proximo né corrente seja o filho diteiro da chave mais a
direita do corrente né atual
3. Se a chave for encontrada na folha atingida, retorne o valor associado a ela
4. Caso contrério, retorne um valor indicando o fracasso da operagio

FicurRA 6-35: ALGoRITMO DE Busca Em Arvore B+

Quando se atinge uma folha, a chave deve estar nessa folha se ela existir na drvore. Isto é, se a chave nao estiver
nessa folha, pode-se concluir que ela nao faz parte da tabela. Considere como exemplo a localiza¢io da chave
53 na drvore B+ da Figura 6-36. Nesse caso, percorre-se o caminho composto pelos nés 4, B e E. Se for de-
sejado percorrer sequencialmente todas as chaves dessa drvore a partir da chave 53, basta seguir os ponteiros
que ligam os nés folhas.

6.5.3 Insercao

Inser¢io em drvores B+ é, em muitos aspectos, semelhante a inser¢io em drvores B, mas o leitor precisa estar
atento, pois, apesar das semelhancas, também hd vérias diferencas. Quando hd espaco para inser¢ao numa fo-
lha, a chave ¢ inserida em ordem e o conjunto de indices nao é alterado. Por outro lado, se a folha estiver com-
pleta, ela ¢ dividida e uma nova folha ¢ inserida no conjunto sequencial. Entio as chaves sao divididas entre a
nova folha e a folha antiga e a primeira chave da nova folha ¢ copiada (e nao movida) para o né-pai. O resto da
histéria é semelhante ao que ocorre com inser¢ao em drvores B.
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6.5 Arvores B+
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O algoritmo de inser¢ao em drvores B+ segue os passos descritos na Figura 6-37.

ALGORITMO INSEREEMARVOREB+
ENTRADA: A chave a ser inserida e seu valor associado
ENTRADA/SAIDA: A drvore B+ na qual ocorrerd a inser¢io
SaipA: Um valor informando o sucesso ou o fracasso da operagio
1. Se a drvore estiver vazia:
1.1 Crie uma folha nova
1.2 Insira a chave nessa folha
1.3 Faca a folha apontar para uma posicio que indique final de encadeamento
1.4 Faca com que a raiz da drvore seja representada por essa folha
1.5 Encerre informando o sucesso da operagao
2. Faga uma busca usando a chave a ser inserida empilhando os nds encontrados no caminho até
a folha na qual a chave serd inserida
3. Seachave for encontrada, encerre a operagio informando o fracasso da operagio (pois se supoe
que a chave seja primdria)
4. Se a folha na qual a chave serd inserida nio estiver completa, insira a chave nesse né e encerre
informando o sucesso da operagao
5. A folha (doravante denominada F',) na qual a chave serd inserida estd completa
6. Crie uma nova folha (doravante denominada F)
7. Copie metade das chaves maiores da folha F, para a folha F',
8. Faca a folha I, apontar para a folha para a qual /', aponta
9. Faga a folha I, apontar para a folha F|
10. Atribua 4 varidvel chave a primeira chave da folha F
11. Atribua  varidvel posi¢do a posicao da folha F,) em arquivo
12. Enquanto a pilha nio estiver vazia, faga o seguinte:
12.1 Desempilhe um né interno /
12.2 Se 0 né I nao estiver cheio:
12.2.11Insira chave tendo posi¢do como seu filho direito em seu devido lugar no né /
12.2.2 Encerre informando o sucesso da operacio
12.3 Caso contrério, se 0 né / estiver cheio
12.3.1Divida o né [ usando o algoritmo DIVIDENOINTERNOB+
12.3.2 Atualize os valores das varidveis chave e posi¢do
13. Crie uma nova raiz contendo o valor da varidvel chave como chave, e tendo como filho esquer-
do o dltimo né dividido e como filho direito o novo né resultante da divisao
14. Retorne informando o sucesso da operagao

FiGURA 6-37: ALGORITMO DE INSERCAO EM ARVORE B+

O algoritmo DIVIDENGINTERNOB+ que complementa o algoritmo de inser¢io em drvores B+ ¢ semelhante ao
algoritmo de divisao de nés para drvores B apresentado na Figura 6-18 (v. Se¢ao 6.4.3).

Nos exemplos a seguir, 0 nimero médximo de filhos de um né interno G é 4 e o niimero méximo de chaves F°
numa folha também ¢é 4. Portanto o niimero minimo de chaves num né interno ¢ / ¢ o ndmero minimo de
chaves numa folha é 2. Para simplificar, o encadeamento das folhas é omitido das figuras.
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A Figura 6-38 mostra a criagio do primeiro né interno de uma drvore B+ apds a inser¢io de uma chave que
causa a divisao da tnica folha da drvore.

Raiz (folha) | 1 | 2 | 3 | q | [6=4|
—

Insercao de 6

==
—=
—=

0

Nova raiz
(nd interno)

[2]2] [ [[sfafe] |

FiGura 6-38: ExempLo DE INSERCAO EM ARVORE B+ 1

A Figura 6-39 mostra um caso simples de inser¢io que nio requer divisdo de nés. Por sua vez, a Figura 6-40
apresenta um exemplo de inser¢do que requer uma divisio de folha, mas nio requer divisdo de né interno. Ao

final desse passo, a folha F’ - estard apontando para a folha , que, por sua vez, estard apontando para a folha
F,. Esse encadeamento de folhas nao ¢ ilustrado na referida figura.

[1]2[sfaflef7fn] llzefrs]s2]az][seaz] | [[2a]22] | |

Insercao de 8

FiGURA 6-39: EXempLo DE INSERCAO EM ARVORE B+ 2

[1l2]3]4aflef7[s] |[reJra]12fa|fae]az] | f[21]22] | |

Chave
copiada

FE
[1f2]

FI) FI
| [s1a]s] [[e]7[s] [[re]raf12]a3]|sefaz] | [[21]

FiGUrRA 6-40: ExempLo DE INSERCAO EM ARVORE B+ 3

" O EE

N

A Figura 641 mostra a inser¢io da chave /4 na drvore B+ resultante da Figura 6—40. Como exercicio, o lei-

tor ¢ convidado a explicar em detalhes como a drvore resultante dessa inser¢ao é obtida a luz dos algoritmos
apresentados na Figura 6-37 e na Figura 6-18.
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FE
[1]2] J[22]22] | |

8

Chave
movida

Insercao de 14

2] T G1=TsT IleTzT8T J[elia] T |[x2faz[ia] Jfe[rz] T J2af2[ T |

FiGURA 6-41: ExempLo DE INSERCAO EM ARVORE B+ 4

6.5.4 Remoc¢ao

Obviamente, a chave a ser removida deve sempre residir numa folha. Se o niimero de chaves restantes na folha
na qual ocorre a remogao nio ficar abaixo da metade, o complemento da remogio requer apenas reorganizagao
das chaves na folha para manté-la ordenada.

Quando uma remogio faz com que uma folha fique com um nimero de chaves abaixo do esperado, podem
ocorrer duas situagoes:

[1] As chaves da folha e as chaves de uma folha-irma sao redistribuidas entre si, de tal modo que ambas
permanecam com um nuimero de chaves dentro do limite permitido. Nesse caso, a chave do né-pai
cujo filho direito ¢ a folha direita envolvida na distribuigao de chaves deve ser substituida pela menor
chave dessa folha.

[2] A folha é removida e suas chaves sdo incluidas numa irma. Entio as chaves dessa folha e sua irmai siao
combinadas para constituir uma tnica folha. Nesse caso, o filho do né-pai que aponta para a folha
que foi removida e a chave a sua direita (ou esquerda) devem ser removidos. Outros ajustes em nds
ancestrais podem ser necessdrios, assim como ocorre com drvores B (v. Se¢ao 6.4.4).

E interessante notar que, com excegio da primeira folha de uma drvore B+ (i.e., aquela mais 4 esquerda da 4r-
vore), cada primeira chave de uma folha aparece num né interno. Assim o niimero de chaves em nés internos
¢ igual a0 nimero de folhas menos um. Excetuando-se a chave mais a esquerda de uma drvore B+, os seguintes
fatos sao verdadeiros:
O A primeira chave da primeira folha filha de um dado né interno aparece num né interno que estd num
nivel superior ao nivel mais baixo de nés internos.

O As primeiras chaves das demais folhas filhas de um dado né interno aparecem nesse né interno.

A Figura 642 ilustra essas afirmacoes. Note que a folha mais a esquerda nessa figura nio ¢é a folha mais a es-
querda da drvore.
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1048(|1248||1361

--+>[853[ 874 928 1021}>freasf1114f11151210f> -+

Primeira chave da Primeira chave da
primeira folha segunda folha

FiGura 6-42: PrIMEIRA CHAVE DE UMA FoLHA DE ArRvore B+
Uma consequéncia desses fatos na remo¢io de uma chave é que, quando a primeira chave de uma folha (salvo

a excegdo apontada acima) ¢ alterada, essa alteracio deve se refletir no né interno que contém essa chave. Isso
ocorre em duas ocasioes:

[1] A referida primeira chave ¢ removida, como ilustra a Figura 6—43.

--->[853]874] 928 [1021]>[10agf1114f1115f1216f}> - -
Chave a ser removida
Chave substituida
eoe X

ceo>874[9281021]  [>l1048l1114}1115[1210f> -

FiGURA 6-43: Remocio DA PRIMEIRA CHAVE DE uMA FoLHA DE ARVORE B+

[2] Apés uma remogao, a primeira chave de uma folha ¢é alterada devido a uma transferéncia de chaves
de uma folha para outra. Essa situagio é mostrada na Figura 6—44. Na situagio ilustrada nessa figu-
ra, a folha da esquerda F' tem uma chave removida o que faz com ela fique com um ndmero de folhas
abaixo do minimo permitido. Assim ela recebe a menor chave da folha direita D, de modo que o né
interno que contém essa chave precisa ser atualizado. E importante notar que, se a remogio ocorres-
se na folha da direita D, de tal maneira que ela se tornasse deficiente e a folha da esquerda F' cedesse
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uma chave para suprir essa deficiéncia, novamente, o né interno contendo a antiga primeira chave de
D precisaria ser atualizado.

F / D eee eee
«o>[gs3[sia] | [Preashirdiiishzief>---
Chave a ser removida
Chave substituida

F

/ D
we>lgs3fioas] | [Plardhaasfizad e

Ficura 6-44: RemocAo com REDISTRIBUICAO DE CHAVES EM ARVORE B+

Quando, apds uma remogio, ocorre uma fusio de néds, de sorte que um né deixa de existir, deve haver uma
remogao correspondente num né interno. Essa situagio ¢é ilustrada na Figura 6-45. Nessa figura, a folha F (ou
D) é extinta e, consequentemente, a chave que dividia as folhas ' e D é removida do né interno que a contém.

Chave a ser removida

F

/
we>[gs3[s7a| [ [plreasfnd | -

Chave a ser removida
=
—a

1248j|1361

«eo>|g53[874 1048 [

FiGura 6-45: Remocio com Fusio e FoLHAs EM ArRvore B+
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O algoritmo de remocio de drvores B+ segue os passos descritos na Figura 6—46.

ALGORITMO REMOVEEMARVOREB +
ENTRADA: A chave e a 4rvore B+

SAIDA: A drvore modificada, se a operagio for bem-sucedida, e um valor indicando o sucesso ou
fracasso da operagao

1. Faca uma busca pela chave a ser removida, empilhando os nés que se encontram no caminho
da raiz até a folha que deverd conter essa chave

2. Se a chave nio for encontrada numa folha, encerre a operagao informando que ela fracassou

3. Se a chave for encontrada numa folha F, remova-a, promovendo os deslocamentos de chaves
que se fizerem necessarios

4. Se a folha F for a raiz da drvore
4.1 Se F ficar vazia, torne a drvore vazia
4.2 Encerre informando o sucesso da operagao

5. Se a chave removida era a menor chave da folha F, guarde a nova menor chave (ela podera ser
necessdria para substituir a chave removida em algum né interno)

6. Sea folha F nao ficar com um nimero de chaves menor do que o minimo estabelecido, atua-
lize o indice usando o algoritmo ATuALIZAINDICE

7. Caso contrério, faca o seguinte:

7.1 Se a irma esquerda F , da folha F tiver um ntiimero de chaves maior do que o minimo
requerido:

7.1.1 Transfira a maior chave de F', para F¥
7.1.2 Atualize os nés internos usando o algoritmo ATUALIZAINDICE

7.2 Caso contrdrio, se a irma direita ', da folha F tiver um niimero de chaves maior do que
o minimo requerido

7.2.1 Transfira a menor chave de F, para F'

7.2.2 Atualize os nés internos usando o algoritmo ATuALIZAINDICE
7.3 Caso contririo, se I possui irma esquerda F,

7.3.1 Transfira todas as chaves de F para F,

7.3.2 Remova do dltimo né interno visitado o apontador para a folha F e a chave que
separa as folhas /" para I,

7.3.3 Atualize os nés internos usando o algoritmo ATuALIZAINDICE
7.4 Caso contrdrio (F possui irma direita F7,)):
7.4.4 Transfira todas as chaves de F para I,

7.4.5 Remova do dltimo né interno visitado o apontador para a folha F e a chave que
separa as folhas F" para F',

7.4.6 Atualize os nés internos usando o algoritmo ATuALIZAINDICE

8. Retorne informando o sucesso da operacio

FiGURA 6-46: ALGorITMO DE REmocio Em ARVORE B+

O algoritmo ATUALIZAINDICEEMARVOREB+, que combina um né interno com outros de uma drvore B+ quando
ele fica com grau abaixo do minimo estabelecido, segue os passos descritos na Figura 6-47.
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ALGORITMO ATUALIZAINDICEEMARVOREB +

EnTRADA: Uma pilha contendo os nés encontrados desde a raiz até o tltimo né interno visitado
numa operagio de remogao, a chave removida, a (eventual) chave substituta, a (eventual)
chave a ser removida do indice

SAIDA: A drvore B+ alterada
1. Enquanto a pilha nio estiver vazia, faga o seguinte:
1.1 Desempilhe um né (V)
1.2 Sea chave removida se encontrar em N e precisar ser substituida, troque-a pela chave substituta
1.3 Se nio houver remocio em N, encerre
1.4 Caso contrério, remova a chave juntamente com seu filho direito

1.5 Se o nimero de chaves de N nio for menor do que o minimo, encerre

1.6 Caso contrdrio, ajuste os nds internos usando o algoritmo JuNTANOSB+

FiGURA 6-47: ALGORITMO DE ATUALIZACAO DE INDICE EM ARVORE B+

O algoritmo JuNTANOSB+ invocado pelo algoritmo de remogdo em drvores B+ é semelhante ao algoritmo de
juncdo de nés para drvores B apresentado na Figura 6-21 (v. Segao 6.4.4).

Novamente, nos exemplos a seguir, o nimero médximo de filhos de um né interno G é 4 e o nimero méximo
de chaves F' numa folha também ¢ 4. Portanto o niimero minimo de chaves num né interno ¢ / e o niumero
minimo de chaves numa folha ¢ 2. Para simplificar, o encadeamento das folhas é omitido das figuras que ilus-
tram esse exemplos.

A Figura 648 apresenta o caso mais simples de remogao quando a chave a ser removida é encontrada. Nesse
caso, quando a chave é removida de uma folha, essa folha permanece com o nimero de chaves dentro do li-
mite requerido. Além disso, a chave removida nao aparece no indice, de modo que nenhuma outra agao se faz
necessaria.

T2 T J(sTelsT JleT=1=T J[zefss | EE3 EEJ EX2 I { XS EX I

Remocaode 8

FiGURA 6-48: ExempLo D REMocio EM ARVORE B+ 1

A Figura 6—49 mostra um caso mais complicado de remogio, que requer atualiza¢io de um né interno. Os
nimeros escritos em circulos nessa figura mostram a sequéncia de passos seguida para a obtengao da drvore
resultante da remogao. Esses passos sdo:

O A chave 2 é removida da folha F, o que faz com que essa folha fique com um nimero de chaves abaixo
do limite minimo requerido (que ¢ 2)

@® A chave 3 ¢ transferida da folha-irma direita D para a folha F’

© As chaves de D sio movidas uma posigio para a esquerda

O A chave 3 do né [ é substituida por 4, que é a menor chave do né D

A Figura 6-50 exibe outro caso complicado de remocio, que requer a remogao de uma chave de um né inter-
no. Os passos envolvidos nessa operacio sao:
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A chave 7 é removida da folha F, o que faz com que essa folha fique com um niimero de chaves abaixo
do limite minimo requerido
A chave 6 ¢é transferida da folha F' para a folha D, o que requer o deslocamento para a direita das cha-
ves que jd estavam presentes em D
A folha F'¢é removida, visto que ela ficou vazia
A chave que separava F' e D e o ponteiro para a folha F sio removidos do né 7, pois a folha F' deixou
de existir
A chave 12 do né I e seus filhos sao movidos uma posigao para a esquerda

o

Substituicao
de3 por4d
e /
F D
=] | |[(31aTsT 1[eT71 T I[zefsa[ T J[22fas[2a] Jfae[az] T I[22fz2] T ]
(1]
Remocgao de 2 ©

(af3] | [lafs| | Ifef7] | [laefaaf | |[ Ja3]1a] [Jr6]az] | |[2af22] | |

FiGura 6-49: ExempLo b Remocio Em ARVORE B+ 2

Tl
748 Z/ D
[T=] T I[alsT T Jle1=] T Jle[ra] T J2[rs[sa] Jfae[ar] T J[2af22[ T ]

[2fs] | fafsf | |fefsefas] |fr2fs3faa] [faefaz] | [[2af22] | |

Ficura 6-50: ExempLo b Remocio em Arvore B+ 3
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A Figura 6-51 apresenta outro caso complicado de remogio de uma chave numa drvore B+, que requer a
atualizagao do indice da drvore. Na situacdo ilustrada na Figura 6-51, os passos envolvidos na atualizacio da

arvore sao os seguintes:

@0 00 o606 o

A chave 3 é removida da folha F, fazendo com que essa folha fique com o niimero de chaves abaixo
do limite minimo requerido

A chave ] é transferida de F para sua irma direita D, o que requer o deslocamento para a direita das
chaves que jd estavam presentes em D

A folha F se torna vazia e é excluida da drvore

A chave 4, que é a tnica chave do né /, é removida juntamente com seus filhos, deixando esse né vazio
(0 né D torna-se temporariamente 6rfao)

O né I, que ficou vazio, é removido

A chave 6 da raiz é movida para o né J, requerendo o deslocamento para a direita da chave 12 de J
juntamente com os filhos dessa tltima chave

O filho esquerdo da chave 6 passa a apontar para o né6 D

A chave 16 da raiz é movida uma posicio para esquerda juntamente com seus filhos

A Figura 6-52 mostra outro caso complicado de remogao em 4rvore B+, que requer atualizagio de nés inter-
nos. Com base nos algoritmos apresentados na Figura 646 e na Figura 6—47, o leitor é desafiado a explicar
em detalhes como a drvore resultante dessa insercio é obtida.

Chave
movida

oL1 ° ©

’ gie (7)
| |:| .|_:| AB | 6]ie]aa] [[12|a3]1a| ||16]r7] | ||21]22] | |
Remo;aode3

[1fafs] |lefaefaa] [[22]a3faa] [[r6]a7] | [[21]22] | |

FiGURA 6-51: ExempLo b Remocio Em ARvoRre B+ 4

6.5.5 Busca de Intervalo

As folhas de uma drvore B+ sdo tipicamente unidas umas as outras formando uma lista encadeada. Isso torna
consultas de intervalo ou qualquer outro tipo de acesso ordenado as chaves mais eficiente. Esse encadeamento
nao aumenta substancialmente o consumo de espago ou manutengio da drvore e ilustra uma das vantagens
mais significativas de uma drvore B+ sobre uma drvore B. Numa 4rvore B, como nem todas as chaves estao
presentes nas folhas, tal lista encadeada ordenada nao pode ser construida.

Além de busca comum, uma drvore B+ também suporta a consulta de intervalo. Isto é, encontrar todos os ob-

jetos cujas chaves pertencem a um intervalo R. Para fazer isso, todas as folhas de uma drvore B+ sao encadeadas.
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Se for desejado procurar todos os objetos cujas chaves estdo no intervalo R = [inf .. sup], efetua-se uma busca
comum pela chave inferior, que termina numa folha f. Entdo recuperam-se todos os registros em f'a partir de
inf ou da primeira chave maior do que inf, se a chave inf'nao existir. Depois, segue-se o ponteiro para a folha
seguinte e assim por diante, até que seja encontrada uma chave maior do que sup.

Chave (6]
movida

[1[afs] |[e[efra] [f7 [2122] | |
(1]
Remogdo de 16 .(ha\.le
inserida

|1]a]s]| ||6]re]r1] | |12]13]14] |[17]21]22] |

FiGura 6-52: ExempLo b Remocio em Arvore B+ 5

6.5.6 Implementacao

Além dos tipos tChave ¢ tChaveIndice definidos na Se¢ao 6.1.5, os seguintes tipos e constantes simbdlicas
sao utilizados na implementagio de drvores B+.
/* Constantes usadas para informar se */
/* um n6é é interno, folha ou esta vazio */
typedef enum {FOLHA, INTERNO, NO_VAZIO} tTipoDoNo;
/*** ***/
/*** Dimensionamento de nos da arvore ***/
#define TB 4096 /* Tamanho do bloco lido/escrito */
#define TC sizeof(tChave) /* Tamanho de uma chave */
#define TCI sizeof(tChaveIndice) /* Tamanho de um par chave/indice */
#define TI sizeof(int) /* Tamanho de um filho e do 1inteiro */

/* que representa o grau do né *x/
#define TT sizeof (tTipoDoNo) /* Tamanho de uma constante de enumeragao */

#define CORRECAO 5 /* Correcao devido a preenchimento (tentativa e erro) */

/* Calculo do grau da arvore */
#define G ((TB - CORRECAO - TT - TI + TC)/(TC + TI))

#define TG %2 2 G/2 + 1 ¢ G/2 [* Metade do grau da arvore */

/* Numero maximo de pares chave/indice em cada folha */
#define F  ((TB - CORRECAO - TT - 2*TI)/TCI)

/* Metade do maximo de pares chave/indice numa folha */
#define TF F%2 2 F/2 + 1 ¢ F/2

/*** Fim do dimensionamento de nos da arvore ***/
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/* Tipo usado para armazenamento de nés +internos */
typedef struct {

int nFilhos; /* Niumero de filhos do no */
tChave chaves[G - 1]; /* Array de chaves w3/
int filhos[G]; /* Array de filhos do né */

} tNoInterno;

/* Tipo usado para armazenamento de folhas */
typedef struct {

int nChaves; /* Numero de chaves do né */
tChaveIndice chaves[F]; /* Array de pares chave/indice*/
int proximaFolha; /* Indice da préxima folha */

} tNoFolhaj

/* Tipo usado para armazenamento de nés (internos/folhas) da arvore B+ */
typedef struct {

tTipoDoNo tipoDoNo; /* Tipo do né */

union {
tNoInterno noInterno; /* Usado se o ndé é interno */
tNoFolha noFolha; /* Usado se o né é folha i

} conteudo;

} tNoBM, *tArvoreBM;

O dimensionamento de nds de uma drvore B+ é semelhante aquele discutido para drvores multidirecionais des-
cendentes e drvores B (v. Segao 6.3.1). Note, entretanto, que aqui hd duas complicagoes adicionais: (1) existem
dois tipos de nés e (2) hd necessidade de correcao devido ao preenchimento das estruturas que representam
nés da drvore. O restante da implementagio de drvores B+ é longo demais para ser exibido num livro diddtico,
mas ela pode ser encontrada no site dedicado ao livro na internet.

6.5.7 Analise

A principal vantagem de drvores B+ é permitir o acesso a chaves em ordem crescente sem precisar de caminha-
mento em ordem infixa, que ¢ bastante dispendioso. Assim 4drvores B+ sdo bem convenientes para aplicacoes
que requerem acessos direto e sequencial. Uma vantagem adicional de drvores B+ ¢ que, como os nés internos
nao contém indices de registros, pode-se usar o espaco economizado para aumentar o nimero de chaves em
cada né interno, o que ajuda a diminuir a altura do conjunto de indices.

Como, tipicamente, os registros residem em memoria secunddria, cada operacio de recuperagio de registro
requer, pelo menos, dois acessos & meméria secunddria. Mas isso ¢ melhor do que manter registros inteiros
nas folhas da drvore, porque, nesse caso, essas folhas poderiam conter um niimero bem menor de chaves, de
modo que a drvore se tornaria mais profunda e, consequentemente, as buscas requereriam um niimero maior
de acessos ao disco.

Arvores B+ sdo tio eficientes quanto 4rvores B em termos de busca e insercio. Quer dizer, numa operagio de
busca ou atualizagao numa drvore B+ com grau minimo d, é necessdrio acessar apenas 0(log  n) blocos em me-
moria secunddria. Como um valor tipico de d é maior do que /00, mesmo se houver bilhées de chaves, a altura
de uma drvore B+ serd no maximo 4 ou 5. Esse resultado é formalizado no teorema a seguir.

Teorema 6.3: Numa drvore B+ com grau minimo d e n chaves, (a) o custo de transferéncia em operacoes
de busca, insercio e remogio ¢ O(log, n). (b) O custo de acesso de uma busca de intervalo é

O(log,n + m —d), sendo m o niimero de chaves obtidas numa consulta de intervalo.
Prova: (a) Para uma drvore B+, todos os algoritmos comuns de busca, inser¢ao e remogao visitam os nés num
caminho desde a raiz até uma folha. Logo, do ponto de vista de andlise assintdtica, o custo de transfe-
réncia desses algoritmos ¢ igual 4 altura da drvore. Quando hd n chaves e o grau minimo da drvore é d,
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a altura da drvore é 0(log,n). Assim os custos de transferéncia desses algoritmos também ¢ O(log, n).
(b) De acordo com o item (a) o custo de acesso a primeira chave do intervalo ¢ 0(log,n). Depois, ¢
necessdrio transferir m — d blocos para acessar as demais chaves do intervalo. [ |

6,6 Outras Variantes de Arvores B

Arvore B+ é a variante mais comum de 4rvore B, mas existem virias outras. Uma drvore B* ¢ uma variante de
drvore B na qual cada né ¢ pelo menos 2/3 preenchido (em vez do minimo de preenchimento pela metade de
drvores B). Inser¢ao em drvores B* emprega um esquema local de redistribui¢io para retardar divisao até que
dois nds-irmaos estejam cheios. Entao os dois nds sio divididos em trés, cada um dos quais com 2/3 do nt-
mero total de chaves envolvidas nessa operagio. Esse esquema garante que ocupagio dos nés seja pelo menos
66%, enquanto requer apenas pequenos ajustes dos algoritmos de insergao e remogao usados para drvores B
originais. Deve-se notar que esse aumento em indice de utiliza¢do de nés tem como efeito colateral acelerar as
buscas, visto que a altura da drvore resultante pode ser menor.

Numa 4rvore B, todos os nds, exceto a raiz, contém pelo menos 2/3 do nimero méximo de chaves permitido
em cada né (em vez da metade como em drvores B). Uma consequéncia desse fato é que a frequéncia com que
ocorrem divisoes de nés é reduzida. Além disso, as divisdes em drvores B* envolvem trés nds (e nao dois como
em drvores B). Quer dizer, em drvores B*, uma divisao de nds envolve dois nds originais que resultam em trés
ap6s essa divisio.

A divisdo de nés é adiada por meio da redistribuicio de chaves entre irmaos quando o né no qual deveria ocor-
rer uma insercao j4 se encontra completo. Por exemplo, suponha que a drvore B* da Figura 6-53 tenha ordem
igual a 9 e se deseje inserir a chave /1. Observe que caso se tratasse de uma drvore B, ocorreria uma divisio de
n6s devido ao excesso de chaves no né no qual ocorre a inser¢io. No caso de drvore B*, no entanto, essa divi-
sdo ¢ adiada por meio de uma redistribuicio de chaves entre nés irmaos, como mostra a Figura 6-53. Note
que as chaves dos nds-irmios sao distribuidas igualmente entre eles e a chave mediana ocupa o lugar da chave
que tem os dois irmaos em questao como filhos. Note ainda que essa redistribuicao de chaves abre espaco nos
nés-irmaos envolvidos na divisio.

Ficura 6-53: ExempLo DE INSERCAO EM ARVORE B* 1

Se um né e seu irmio estiverem ambos completos, um né ¢ criado e as chaves desses nés mais a chave que os
divide no né-pai sio distribuidas entre os trés nés. Além disso, o né-pai passa a ter uma chave a mais e os trés
nés participantes da divisio terdo dois ter¢os do nimero maximo permitido de filhos. Por exemplo, suponha
que a drvore B* na por¢io superior da Figura 6-54 tenha ordem igual a 9 e se deseje inserir a chave 9. O re-
sultado aparece na porgao inferior dessa mesma figura.



346 | Capitulo 6 —Busca Hierarquica em Memoria Secundaria
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Ficura 6-54: ExempLo DE INSERCAO EM ARVORE B* 2
QOutra variante de 4rvores B relativamente conhecida é a drvore B#. Se vocé tornou-se fa de drvores B e suas
variantes, aconselha-se que consulte a internet sobre o vasto material que 14 se encontra sobre o assunto.

6.7 Comparando Arvores Multidirecionais de Busca

Arvores B e B+ requerem codificagées longas, mas que nio sio tio complicadas de entender quanto aquelas
requeridas para drvores bindrias balanceadas (p. ex., drvores AVL). Além disso, essa longa codifica¢io tem re-
compensa, pois essas estruturas tém poucas competidoras para implementa¢io de tabelas de busca em memo-
ria secunddria. Uma dessas competidoras ¢ a tabela de dispersdo extensivel (v. Capitulo 8), que é muito mais
complicada de entender (e mais complicada ainda de implementar).

Arvores B e suas variantes (notadamente as drvores B+) sio utilizadas em intimeras aplicagoes préticas bastante
conhecidas. Por exemplo, drvores B+ fazem parte de quase todos os sistemas de gerenciamento de bancos de
dados, como Oracle e SQL Server. Além disso, sistemas operacionais (p. ex., Windows NT e Linux) também
utilizam intensamente essas estruturas.

A Tabela 6—4 apresenta comparagdes entre as drvores multidirecionais discutidas neste capitulo. Com exce¢io
de drvores multidirecionais descendentes de busca, todas as demais drvores de busca discutidas neste capitulo
tém custo de transferéncia 0(log,n), em que d ¢ o grau minimo da drvore.

ARVORE MULTIDIRECIONAL

I N T

DESCENDENTE

CHAVES ARMAZENADAS EM... Qualquer né | Qualquer né Folhas Qualquer né
) ) o, Metade do grau | Metade do grau [ Dois tergos do grau
GRAU MiNIMO DE UM NO Nao ha . . .
maximo maximo maximo
i ) o, Um né é dividido | Um né ¢ dividido | Dois nés sao divi-
Divisio DE NOs Naio hi . . . A
em dois em dois didos em trés
: o, Dois nés sio com- | Dois nés sao com- | Trés nés sao combi-
COMBINAGAO DE NOS Nao hi . . .
binados em um | binados em um | nados em dois
PERMITE INSERCAO MASSIVA? Nao Sim Sim Sim
FACILITA PESQuUISA DE INTERVALO? | Nao Nao Sim Nao
UriLizacio Diditica Pritica Pritica Pritica

TaBELA 6-4: COMPARACOES ENTRE ARVORES MULTIDIRECIONAIS
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6.8 Exemplos de Programacao

6.8.1 Caminhamento em Arvore Multidirecional de Busca

Preambulo: Caminhamento em drvores multidirecionais tem o mesmo significado que caminhamento em

drvores bindrias: visitar todos os nés de uma drvore numa dada sequéncia. Aqui, visitar um nd
implica em visitar todas as chaves do n6 na ordem em que se encontram. Assim como ocorre no
caso de 4drvores bindrias de busca, um caminhamento em ordem infixa numa arvore multidirecio-
nal de busca acarreta na visitacio em ordem crescente de todas as chaves armazenadas na drvore.

Problema: Escreva uma funcio que efetua um caminhamento em ordem infixa numa drvore B usando os ti-

pos e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5.

Solugdo: A func¢io CaminhamentoInfixoB(), apresentada a seguir, executa um caminhamento em ordem

infixa numa drvore B e escreve num arquivo de texto todas as chaves da drvore em ordem crescente.

Os pardmetros dessa funcio sio:

B streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que armazena a drvore

B posNo (entrada) — posi¢ao no arquivo que contém a drvore do né inicial do caminhamento

B streamChaves (entrada) — stream associado ao arquivo onde serdo escritas as chaves

void CaminhamentoInfixoB( FILE *streamArvore, int posNo, FILE *streamChaves )

{

}

int i
tNoMultiMS umNoj
/* Nenhum dos streams recebidos pode ser NULL */
ASSEGURA (streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, CaminhamentoInfixoB));
ASSEGURA (streamChaves, ERRO_STREAM_NULL (streamChaves, CaminhamentoInfixoB))
/* Visita cada né da arvore em ordem infixa até 2/
/* que a posicdo 'posNo' assuma um valor invalido */
if (posNo != POSICAO_NULA) {
/* Lé o n6é na posicao 'posNo' do arquivo que contém a arvore */
LeNoMultiMS(streamArvore, posNo, &umNo);

/* Para cada né, caminha-se recursivamente na subarvore esquerda de */
/* cada chave e depois escreve-se essa chave no arquivo de texto /]
for (i = 03 i < umNo.nFilhos-1; ++i) {
CaminhamentoInfixoB( streamArvore, umNo.filhos[i], streamChaves );
/* Visita a chave de indice i */
fprintf(streamChaves, "%d\n", umNo.chaves[i].chave)}

/* Agora caminha-se recursivamente na subarvore direita da ultima chave

CaminhamentoInfixoB(streamArvore, umNo.filhos[umNo.nFilhos-1], streamChaves);

6.8.2 Menor e Maior Chaves de uma Arvore Multidirecional de Busca

Problema: (a) Usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5, escreva uma fungio que encontra a

menor chave numa drvore B. (b) Usando esses mesmos tipos e constantes, escreva uma fungao que
encontra a maior chave numa 4rvore B.

Solucao de (a): A fungio MenorChaveMultiMs() foi usada na Se¢ao 6.3.6 para encontrar a chave que é

sucessora imediata de uma dada chave, mas, em geral, ela encontra a menor chave de uma
drvore multidirecional de busca armazenada em arquivo.
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Solucgao de (b): A fungio MaiorChaveB() encontra, numa 4rvore B, a maior chave com a respectiva posi¢ao
(indice) do registro correspondente. Essa fungio retorna o par chave/indice que contém a
maior chave da drvore e seus parAmetros sio:

B streamArvore (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a drvore
B raiz (entrada) — posicio da raiz da drvore no arquivo que contém a drvore

tChaveIndice MaiorChaveB(FILE *streamArvore, tint raiz)

{
tNoMultiMS umNoj /* Armazena um né */
int pos = raizj /* Armazena a posicao de um né, comecando pela raiz */
/* Verifica se o stream que representa a arvore é valido */
ASSEGURA( streamArvore, ERRO_STREAM_NULL (streamArvore, MaiorChaveB) );
/* Verifica se a raiz da arvore é valida */
ASSEGURA(raiz >= 0, ERRO_POSICAO(MaiorChaveB));
do { /* Encontra o né mais a direita na arvore */
/* L& o n6é cuja posicao no arquivo é indicada por 'pos' */
LeNoMultiMS(streamArvore, pos, &umNo);
/* Passa para o filho mais a direita deste né */
pos = umNo.filhos[umNo.nFilhos - 1];
} while (pos != POSICAO_NULA)3
/* Retorna o par chave/indice que tem a maior chave */
return umNo.chaves[umNo.nFilhos - 2]3
}

6.8.3 Numero de Nés de uma Arvore B

Problema: Escreva uma fun¢io que encontra o niimero de nds de uma 4rvore B que usa os mesmos tipos e
constantes definidos na Se¢ao 6.4.5.

Solucao: A funcio NumeroDeNosB () calcula o nimero de nés de uma drvore B. Essa fungao retorna o nu-
mero de nds da referida drvore e seu Ginico pardmetro é stream, que representa o stream associado
ao arquivo contendo a drvore.

int NumeroDeNosB(FILE *stream)
{
int nNos = 03
tNoMultiMS umNoj

/* 0 stream que contém a arvore nao pode ser NULL */
ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, NumeroDeNosB) )3

/* Tenta mover o apontador de posicao do arquivo para o seu inicio */
MoveApontador (stream, 0, SEEK_SET);

/* Acessa sequencialmente cada n6é da arvore */
/* contando o numero de chaves em cada né 2/
while (1) {
fread(&umNo, sizeof(umNo), 1, stream); /* Lé um né da arvore */

/* Se ocorreu erro ou o final do arquivo foi atingido, encerra o lago */
if (ferror(stream) || feof(stream))
break}

/* Verifica se o n6 nao foi removido */
if (umNo.nFilhos > 0)
++nNos
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/* Verifica se houve erro de leitura */
ASSEGURA( ! ferror (stream) ,ERRO_FREAD (NumeroDeNosB) )

return nNos; /* Servigo completo */

}

6.8.4 Numero de Chaves de uma Arvore B

Problema: Escreva uma funcio que encontra o nimero de chaves de uma drvore B que usa os mesmos tipos
e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5.

Solucao: A funcio NumeroDeChavesB () B calcula o niimero de chaves de uma 4rvore B. Essa funcao retorna
o referido niimero de chaves e seus parimetros sio:

B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que armazena a drvore cujo nimero de chaves
serd determinado

B posNo (entrada) — a posigao da raiz da drvore no arquivo que a contém

int NumeroDeChavesB(FILE *stream)

{
int nChaves = 03
tNoMultiMS umNoj;
/* O stream que contém a arvore ndo pode ser NULL */
ASSEGURA (stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, NumeroDeChavesB) )3
/* Tenta mover o apontador de posigdo do arquivo para o seu inicio */
MoveApontador (stream, 0, SEEK_SET)}
/* Acessa sequencialmente cada né da arvore */
/* contando o numero de chaves em cada né *x/
while (1) {
fread(&umNo, sizeof(umNo), 1, stream); /* Lé um n6 da arvore */
/* Se ocorreu erro ou o final do arquivo foi atingido, encerra o lago */
if (ferror(stream) || feof(stream))
break;
/* Conta o numero de chaves do né corrente */
if (umNo.nFilhos > 0)
nChaves += umNo.nFilhos - 1;
}
/* Verifica se houve erro de leitura */
ASSEGURA( ! ferror (stream) ,ERRO_FREAD (NumeroDeChavesB))
return nChaves; /* Servico completo */
}

6.8.5 Altura de uma Arvore B

Problema: Escreva uma fun¢io que calcula a altura de uma 4rvore B que usa os mesmos tipos e constantes
definidos na Se¢ao 6.4.5.
Solugdo: A fungio AlturaB() calcula e retorna a altura de uma drvore B e seus parAmetros sdo:
B stream (entrada) — stream associado ao arquivo que armazena a drvore cuja altura serd determinada
B raiz (entrada) — a posicdo da raiz da drvore no arquivo que a contém

int AlturaB(FILE *stream, int raiz)
{

int prof = 03

tNoMultiMS no;
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/* Se a arvore estiver vazia, sua altura é zero */
if (raiz == POSICAO_NULA)
return 0;

/* 0 stream que contém a arvore nao pode ser NULL */
ASSEGURA( stream, ERRO_STREAM_NULL (stream, AlturaB) );

/* A altura de uma arvore B corresponde ao nivel de qualquer folha, ja que */

/* todas elas estdo no mesmo nivel. Como a folha mais facil de encontrar é */

/* aquela mais a esquerda na arvore, é isso que faz o lago a seguir. w5/
do {

LeNoMultiMS(stream, raiz, &no);

prof++; /* Visitou-se mais um né */

/* Desce-se sempre pelo filho esquerdo do né corrente */
raiz = no.filhos[0]};
} while (raiz != POSICAO_NULA);

return prof;

}

6.8.6 Busca de Intervalo em Arvore B+

Problema: Usando os mesmos tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.5.6, escreva uma fungio que retorna
todas as chaves armazenadas numa drvore B+ que se encontram dentro de um intervalo de valores.
Solugdo: A funcio BuscaIntervaloBM() coleta num arquivo todas as chaves que estdo entre duas chaves
especificadas de uma drvore B+. Seus parimetros sao:
chavel (entrada) — primeira chave que define o intervalo
chave2 (entrada) — segunda chave que define o intervalo

arvore (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a busca

*streamArv (entrada) — stream associado ao arquivo que contém a 4rvore
B streamChaves (entrada) — stream associado ao arquivo que conterd as chaves resultantes da busca

A funcio BuscaIntervaloBM() retorna 1, se a coleta de chaves for bem-sucedida, ou 0, em caso
contrario.

int BuscaIntervaloBM( tChave chavel, tChave chave2, const tNoBM* arvore,
FILE *streamArv, FILE *streamChaves )
{
tChave menorChave, /* Menor chave */
maiorChave; /* Maior chave */
tNoBM noj /* Armazenara cada né visitado */
int i,
encontrado = 0, /* Usada para chamar BuscaEmNoBM() */
posNo = 0; /* Posigcdo do né no arquivo */

/* Verifica se streamArv é valido */
ASSEGURA( streamArv, ERRO_STREAM_NULL (streamArv, BuscaIntervaloBM) )3

/* Verifica se streamChaves é valido */
ASSEGURA( streamChaves, ERRO_STREAM_NULL (streamChaves, BuscaIntervaloBM) )3

/* Verifica se o ponteiro para a raiz é valido */
ASSEGURA( arvore, "Erro: A arvore NULL em BuscaIntervaloBM")j

/* Verifica se a arvore é vazia */
if (arvore->tipoDoNo == NO_VAZIO)
return 03 /* A arvore é vazia */
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if (chavel == chave2) /* Se as chaves forem iguais, ndo ha intervalo */
return 03 /* Ndo ha intervalo */

/* 0 trecho a seguir permite que as chaves que definem */
/* o 1dintervalo sejam introduzidas em qualquer ordem &y

if (chavel < chave2) { /* chavel < chave2 */
menorChave = chavel;
maiorChave = chave2;
} else { /* chavel >= chave2 */
menorChave = chave2;
maiorChave = chavel;

}
no = *arvore; /* A busca come¢a na raiz da arvore */

/* Desce na arvore até encontrar uma folha */
while (no.tipoDoNo == INTERNO) {
i = BuscaEmNoBM(menorChave, &no, &encontrado);

/* Desce até o préximo né */
posNo = encontrado ? no.conteudo.noInterno.filhos[i + 1]
¢ no.conteudo.noInterno.filhos[i];

LeNoBM(streamArv, posNo, &no);

/* Chegou-se a uma folha. Encontra, nessa folha, a posicao da */
/* primeira chave que é maior do que ou igual a menor chave */
i = BuscaEmNoBM(menorChave, &no, &encontrado);

/* Armazena em arquivo as chaves encontradas a partir dessa posigao */
/* na folha encontrada até encontrar a ultima chave da ultima folha */
/* ou uma chave maior do que 'maiorChave' *x/

/* A coleta de chaves na primeira folha encontrada é diferente daquela /]
/* nas demais folhas da sequéncia porque comega com a chave na posigdo i */
for ( 3 1 < no.conteudo.noFolha.nChaves &&
no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave <= maiorChave; ++i ){
/* Escreve a chave corrente */
fprintf( streamChaves, "%ld\n", no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave );

}
/* Se a ultima chave escrita foi a Gltima chave da */
/* folha, é preciso ajustar o indice dessa chave =/
if (i == no.conteudo.noFolha.nChaves)

__1;

if (no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave > maiorChave)
/* Foi encontrada uma chave maior do que a maior */
/* chave do intervalo e nada mais resta a fazer */

return 1;

/* Escreve cada chave de cada folha seguinte que i3/

/* ndo seja maior do que a maior chave do intervalo */
do {

posNo = no.conteudo.noFolha.proximaFolha; /* Passa para a proxima folha */
LeNoBM(streamArv, posNo, &no); /* Lé a folha */

/* Escreve cada chave que nido é maior do que a maior chave do +intervalo */
for (i = 03 i < no.conteudo.noFolha.nChaves &&
no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave <= maiorChave; ++1i)
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/* Escreve a chave corrente */
fprintf( streamChaves, "%1d\n", no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave )3

/* Checa se é preciso ajustar o indice da ultima chave */
if (i == no.conteudo.noFolha.nChaves)
-=q 3
} while (posNo != POSICAO_NULA && no.conteudo.noFolha.chaves[i].chave <= maiorChave);
return 1;
}
Na fungao BuscaIntervaloBM(), nio faz diferenca qual das duas chaves ¢ menor do que a outra, mas as cha-
ves devem ser diferentes para que haja um intervalo.

6.9 Exercicios de Revisio

Arvores Multidirecionais Descendentes de Busca (Secdo 6.1)

1. (a) O que é uma drvore multidirecional de busca de ordem #? (b) Em que situacdo prdtica, drvores de busca
multidirecionais sdo tipicamente utilizadas?

2. (a) O que é uma drvore multidirecional de busca descendente? (b) Qual é a grande vantagem do uso desse
tipo de drvores com relagdo a drvores bindrias de busca?

3. O que é um n6 completo de uma drvore multidirecional de busca descendente?

4. Por que, no contexto de drvores multidirecionais de busca fala-se em filho direito (ou esquerdo) de uma cha-
ve, em vez de filho direito (ou esquerdo) de um né?

5. (a) O que é uma semifolha? (b) Mostre que, numa drvore multidirecional de busca descendente, qualquer
semifolha é um né completo ou é uma folha.

6. Descreva o algoritmo de busca para drvores multidirecionais descendentes.

7. Por que, na prdtica, os registros devem ser armazenados separadamente, ao invés de serem armazenados
diretamente numa 4rvore multidirecional de busca?

8. Descreva o algoritmo de insergao para drvores multidirecionais apresentado na Se¢ao 6.1.3.

9. Explique por que o método de inser¢io apresentado na Segao 6.1.3 resulta numa drvore multidirecional
de busca descendente.

10. Qual ¢ a desvantagem do método de inser¢do apresentado na Segao 6.1.3?

11. (a) Descreva o algoritmo de remogao para drvores multidirecionais descendentes apresentado na Segao
6.1.4. (b) Por que utilizando-se esse algoritmo uma drvore multidirecional descendente de busca pode
deixar de ser assim classificada?

12. (a) Por que drvores multidirecionais descendentes de busca ndo sio tteis na pratica? (b) Afinal, se esse é o
caso, para que servem drvores multidirecionais descendentes de busca?

13. Que vantagens e desvantagens apresenta o algoritmo de insergao para drvores multidirecionais descenden-
tes de busca?

Estruturas de Dados em Meméria Secundaria (Secao 6.2)

14. (a) O que ¢ transferéncia de disco? (b) O que ¢ custo de transferéncia?

15. Como se estima o desempenho de algoritmos que lidam com tabelas de busca armazenadas em meméria
secunddria?

16. Por que as estruturas de dados apresentadas em capitulos anteriores nao sio convenientes para implemen-
tacdo de tabelas de busca residentes em meméria secunddria?

17. Que dificuldades um programador inexperiente em implementagio de algoritmos que manipulam dados
em memoria secunddria pode encontrar?



18.
19.
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Como se interpreta o conceito de ponteiro em memoria secunddria?

Como se representa ponteiro nulo em meméria secunddria?

Arvores Multidirecionais de Busca em Meméria Secundaria (Se¢ao 6.3)

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.
27.

28.
29.

30.

Por que o tamanho de um né de uma drvore multidirecional de busca implementada em meméria secun-
ddria deve ser o mais préximo possivel do tamanho do bloco utilizado pelo sistema de arquivos no qual
a drvore serd implementada, mas o tamanho desse né nao deve ser maior do que o tamanho desse bloco?

Como ¢ dimensionado o grau de uma drvore multidirecional de busca implementada em meméria secundéria?

(a) Para que serve a fun¢io EncontraNoMultiMs () utilizada na implementagio de drvores multidirecionais
descendentes de busca? (b) Em que difere essa fungao da fungio BuscaEmNoMultiMS()?

Se o tamanho de bloco varia de acordo com o sistema de arquivo, como ele pode ser considerado constante
como nas implementagoes apresentadas neste capitulo?

Explique a necessidade da constante simbdlica POSICAO_NULA em implementagées de drvores multidire-
cionais de busca em meméria secunddria.

Qual ¢ a importincia da fun¢io LeNoMultiMS () em implementagdes de drvores multidirecionais de busca
em memoria secunddria.

Explique o funcionamento da fun¢io CompactaNoMultiMS() definida na Se¢ao 6.3.6.

(a) O que é preenchimento de estruturas? (b) Por que muitos compiladores preenchem uma estrutura com
espagos vazios?

(a) Por que nio existe preenchimento de arrays? (b) E possivel haver preenchimento de uma uniio?
Como ¢ possivel evitar que preenchimentos de estruturas (i.e., espagos vazios) sejam copiados para um
arquivo?

Quais abordagens podem ser utilizadas para dimensionamento do grau de uma drvore multidirecional de
busca que levem em consideragao preenchimento de estruturas?

Arvores B (Secio 6.4)

31.
32.

33.
34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

O que ¢ uma drvore multidirecional de busca balanceada?

(a) O que é uma drvore B? (b) Quais sao as semelhancas entre drvores B e drvores de busca multidirecionais
descendentes? (c) Quais sdo as diferencas entre drvores B e drvores de busca multidirecionais descendentes?
Mostre que, numa 4rvore B, todas as semifolhas sao folhas.

Por que nao faz sentido armazenar todas as chaves de um conjunto de registros na raiz de uma érvore B de
modo que apenas um acesso a0 meio de armazenamento externo seja necessario?

(a) Quais sao os passos coincidentes nos algoritmos de inser¢ao em drvores multidirecionais descendentes
e em drvores B? (b) Em que diferem esses algoritmos?

(a) Por que o algoritmo de inser¢ao para drvores B utiliza uma pilha para armazenar todos os nés no ca-
minho que vai da raiz até o né onde deve ser feita uma inser¢ao? (b) Por que essa pilha também armazena
os enderecos desses nds? (c) Por que essa pilha também armazena a posicio de cada um desses nés com
relagdo aos seus irmaos?

Descreva a divisao de nds que ocorre quando ¢ feita a inser¢io de uma chave numa drvore B.

(a) O que significa inser¢do com tendéncia esquerda em drvores B? (b) O que é uma 4rvore B com ten-
déncia direita?

Apresente em forma diagramdtica a drvore B resultante da inser¢io das chaves C, N, G, 4 e H numa drvore
B de ordem 5 inicialmente vazia.

Apresente o resultado da inser¢ao das chaves F, S, O, K, C, L, H, T, V, W,M, R, N, P, A, B, X, Y, D, Z ¢
E (nessa ordem) numa 4rvore B de ordem 5 inicialmente vazia.
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41. Explique como encontrar numa 4rvore B (a) a menor chave e (b) a maior chave.

42. Suponha que se saiba que uma dada chave possui filho esquerdo nao-vazio. Qual dessas operagées ¢ facili-
tada: encontrar a chave sucessora ou encontrar a chave antecessora da chave dada?

43. Qual ¢ o nimero miximo de nds de uma drvore B de grau G que armazena 7 chaves em termos de G e n?

44, Sabe-se que as chaves contidas num né de uma drvore B sdo dispostas em ordem crescente. Assim para efe-
tuar a busca por uma chave dentro de um né, é possivel efetuar busca bindria, em vez de busca sequencial
como faz a fungio BuscaEmNoMultiMS (). Existe alguma vantagem nessa abordagem de busca bindria?

45. Apresente graficamente todas as drvores B com grau igual a 6 que contenham as chaves 7, 2, 3, 4 ¢ 5.

46. Mostre de forma diagramdtica a drvore B resultante da inser¢ao da chave M na drvore B de ordem 5 mos-

P
Uallefle]] [Tefl«]inilef]

47. Mostre de modo diagramdtico a drvore B resultante da inser¢ao da chave Z na drvore B de ordem 5 da fi-

/EE]\
Laffeflellelf{(loflelle]f{Inileflr{[w]]

48. Apresente a drvore B resultante da insergao da chave D na drvore B de ordem 5 mostrada na figura abaixo.

trada na figura abaixo.

gura abaixo.

\
W flellefle]f (Te Tl 1]
49. Mostre de forma diagramdtica a drvore B resultante da inser¢io da chave S na drvore B de ordem 5 mos-
trada na figura abaixo.

(e el e [Iw e [T efl=]]

50. Descreva o algoritmo de remogio em drvores B.

51. Descreva o algoritmo de jun¢io de nés apds uma remogao de uma chave numa 4rvore B.
52. Como se efetua uma busca numa drvore B?
53. Como se dimensiona o grau de uma 4rvore B?

54. Em que diferem a fun¢ao EncontraCaminhoB (), utilizada com 4rvores B, e a fungio EncontraNoMultiMS (),
utilizada para drvores multidirecionais descendentes de busca?

55. (a) Qual ¢ o papel desempenhado pela fungao DivideNoB () na implementacio de drvores B? (b) Explique
o funcionamento dessa funcao.

56. (a) Explique o funcionamento da fun¢io JuntaNosB(). (b) Para que serve essa fun¢io?

57. Por que a fungao RemoveEmFolhaB (), que remove uma chave de uma folha de uma 4rvore B, utiliza uma
pilha como parAmetro?

58. Apresente a drvore B resultante da remogao da chave H da drvore B da figura abaixo, considerando que a
ordem dessa drvore é 5.



59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.
66.
67.

68.
69.
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Apresente a drvore B resultante da remocio da chave T da drvore B da figura abaixo, considerando que a
ordem dessa drvore é 5.

Apresente a drvore B resultante da remogao da chave R da drvore B da figura abaixo, sabendo que a ordem
dessa 4rvore é 3.

Apresente a drvore B resultante da remogido da chave E da drvore B da figura abaixo, considerando que a
ordem dessa drvore é 5.

Apresente a drvore B resultante da remogao da chave C da drvore B da figura abaixo, considerando que a
ordem dessa drvore é 5.

(a) Como se calcula a altura de uma 4rvore B? (b) Por que ¢ mais facil calcular a altura de uma drvore B do
que a altura de uma drvore multidirecional descendente?

Existe diferenca entre busca em drvore B e busca em drvore multidirecional descendente?
O que ¢ persisténcia de dados?
Descreva em linhas gerais o papel desempenhado por cada fungio utilizada em persisténcia de dados.

Por que existe um arquivo que armazena a posi¢ao da raiz de uma drvore B, enquanto isso nio ocorre no
caso de drvore multidirecional de busca implementada em arquivo?

O que ¢ grau minimo de uma drvore B?

Qual ¢ o custo de transferéncia de uma 4rvore B numa operagio de busca, inser¢iao ou remogio?

Arvores B+ (Secao 6.5)

70.

(a) O que é uma drvore B+? (b) Que vantagens uma drvore B+ apresenta com relagio a outras drvores de
busca multidirecionais?
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71. (a) O que é conjunto de indices de uma drvore B+? (b) O que é conjunto sequencial de uma 4rvore B+?
72. Qual é a diferenca entre uma folha de uma 4rvore B e uma folha de uma drvore B+?

73. (a) Descreva o procedimento de busca numa drvore B+. (b) Qual é a diferenga entre busca em drvore B e
busca em 4rvores B+?

74. Em que diferem nés internos e nés-folhas numa drvore B+?
75. Descreva o algoritmo de inser¢ao numa 4rvore B+.
76. (a) O que é busca de intervalo? (b) Como arvores B+ facilitam busca de intervalo?

77. Em que diferem o dimensionamento de grau de uma drvore B e o dimensionamento de grau de uma dr-
vore B+?

78. Qual é o papel desempenhado por enumeragdes do tipo tTipoDoNo na implementacio de uma drvore B+?
79. Por que chaves removidas de uma drvore B+ podem permanecer no conjunto de indices dessa drvore?
80. Qual é o custo de transferéncia de uma busca de intervalo numa 4rvore B+?

81. Seja G o grau de uma drvore B+ e a a altura de seu conjunto de indices. Supondo que o niimero méximo
de chaves numa folha seja igual a G, mostre que:

(a) O ndmero minimo de pares chave/indice armazenados em suas folhas é dado por: 2d* sendo d = [G/2].
(b) O niimero méximo de pares chave/indice armazenados em suas folhas ¢ dado por: G* .
(c) O ntimero minimo de chaves no conjunto de indices é dado por: 2d“~' — 1, sendo d = [G/2].
(d) O ntimero mdximo de chaves no conjunto de indices é dado por: G*— 1.

82. Mostre que o espago requerido para armazenar uma drvore B+ contendo 7 registros num arquivo tem cus-
to O(n).

83. Mostre que uma busca numa 4rvore B+ armazenada em arquivo contendo 7 chaves e com grau G tem
custo de transferéncia 0(log,, n).

84. Mostre que a inser¢ao de um par chave/indice numa drvore B+ armazenada em arquivo contendo 7 chaves
e com grau G tem custo de transferéncia O(log,, n).

85. Mostre que a remogio de um par chave/indice numa 4rvore B+ contendo 7 chaves e com grau G tem custo
de transferéncia 0(log  n).

86. Como se calcula a altura de uma 4drvore B+?

87. (a) Como se encontra a menor chave de uma drvore B+? (b) Como se encontra a maior chave de uma 4r-
vore B+?

88. Suponha que as chaves de um arquivo de registros estejam ordenadas em ordem crescente e que elas sao
acrescentadas na ordem em que se encontram numa drvore B+. Apresente um argumento que comprove
que quase todos os nds da drvore resultante serdo preenchidos apenas pela metade.

Outras Variantes de Arvores B (Secao 6.6)

89. O que é uma drvore B*?

90. (a) Como uma drvore B* adia uma divisao de nés apds uma operagio de insergao? (b) Como ocorre essa
divisao de nés?

91. Existe diferenca entre busca em drvore B* e busca em 4rvore B?

92. (a) Quais sao as vantagens oferecidas por drvores B* com relagao a drvores B? (b) Qual é a principal des-
vantagem de drvores B*?

93. O que é uma drvore B#? (NB: Este livro apenas menciona essas drvores. Se for de seu interesse, pesquise
sobre elas na internet.)
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Comparando Arvores Multidirecionais de Busca (Se¢ao 6.7)
94. Dentre as drvores de busca apresentadas neste capitulo, quais delas possuem as seguintes propriedades:
(a) Divisao de nds
(b) Combinacio de néds
(c) Facilidade para inser¢ao massiva
(d) Facilidade para pesquisa de intervalo

95. Em que tipos de programa comumente encontrados no cotidiano, drvores B e suas variantes sao utilizadas?

Exemplos de Programacao (Se¢ao 6.8)

96. Qual é a melhor maneira de acessar todas as chaves de uma drvore B+ em ordem crescente?

97. (a) A fungio CaminhamentoInfixoB() apresentada na Se¢ao 6.8.1 pode ser utilizada para efetuar cami-
nhamentos em 4rvores multidirecionais descendentes de busca? (b) Essa funcio pode ser usada com a
mesma finalidade com 4rvores B+?

98. (a) A fungao MaiorChaveB() apresentada na Se¢ao 6.8.2 pode ser usada para encontrar a maior chave,
numa 4rvore multidirecional descendente de busca? (b) Essa fungio pode ser usada com a mesma finali-
dade com 4rvores B+?

99. (a) Explique o raciocinio empregado para calcular a altura de uma drvore B. (b) Esse mesmo raciocinio
pode ser usado para calcular a altura de uma drvore B+?

100. Por que o raciocinio utilizado para calcular a altura de uma drvore B apresentada na Se¢ao 6.8.5 nao pode
ser utilizado para calcular a altura de uma drvore multidirecional descendente de busca?

101. Qual ¢ o custo de transferéncia da fun¢ao CaminhamentoInfixoB() apresentada na Segao 6.8.12

102. Qual é o custo de transferéncia da fungio MenorChaveB () apresentada na Se¢ao 6.8.2?

103. Qual é o custo de transferéncia da fungio NumeroDeNosB () apresentada na Se¢ao 6.8.3?

104. Qual ¢ o custo de transferéncia da fungao NumeroDeChavesB () apresentada na Segao 6.8.4?

105. Qual ¢ o custo de transferéncia da fungio AlturaB() apresentada na Se¢ao 6.8.5?

6.10 Exercicios de Programacgéao

EP6.1 (a) Escreva uma fung¢io em C que calcula a altura de uma 4rvore multidirecional de busca descen-
dente. (b) Escreva uma fungio em C que calcula a altura de uma drvore B+. (c) Qual dessas fungoes
¢ mais dificil (i.e., mais complexa) de implementar e por qué?

EP6.2 Escreva uma funcio em C que retorna a menor chave armazenada numa drvore multidirecional de
busca do tipo apresentado na Segao 6.1.

EP6.3 Escreva uma fungio em C que retorna a maior chave armazenada numa drvore multidirecional de
busca do tipo apresentado na Segao 6.1.

EP6.4  Existe outra abordagem para inser¢ao em drvores B que consiste numa divisio prévia enquanto se faz
uma busca. Isto ¢, quando se faz uma busca, cada né completo ¢ dividido, de modo que divisoes de
nds nio se propagam para cima. Implemente uma fungio similar a fungio InsereB(), apresentada
na Se¢io 6.4.5, que implemente a abordagem descrita aqui.

EP6.5 A funcio BuscaIntervaloBM(), apresentada na Se¢ao 6.8.6, coleta num arquivo todas as chaves que
estdo entre duas chaves especificadas de uma drvore B+. Numa aplicagdo prdtica (e nio meramente
diddtica), faria mais sentido coletar os registros (e nao apenas as chaves). Implemente uma extensao
dessa funcio que coleta num arquivo todos os registros cujas chaves se encontram entre duas chaves
especificadas de uma drvore B+.
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EP6.6

EP6.7

EP6.8
EP6.9

EP6.10

EP6.11
EP6.12

EP6.13
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Escreva uma func¢io que escreve num arquivo de texto todas as chaves de uma drvore B+ em ordem
crescente usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.5.6.

(a) Usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.5.6, escreva uma fungio que encontra a menor
chave numa 4rvore B+. (b) Usando esses mesmos tipos e constantes, escreva uma fun¢ao que encontra
a maior chave numa 4rvore B+.

Usando os tipos e constantes definidos na Segao 6.4.5, escreva uma fun¢io que encontra a chave de
uma drvore B que é sucessora imediata de uma chave recebida como parimetro.

Usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5, escreva uma fungio que encontra a chave de
uma 4rvore B que é antecessora imediata de uma chave recebida como parimetro.

Usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.5.6, escreva (a) uma fun¢io que determina o ni-
mero de nés internos de uma drvore B+ e (b) uma fung¢io que determina o nimero de folhas de uma
arvore B+.

Usando os tipos e constantes definidos na Segao 6.4.5, escreva uma fungio que encontra o piso de
uma chave que se encontra numa 4rvore B.

Usando os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5, escreva uma fungio que encontra o teto de
uma chave que se encontra numa 4rvore B.

Escreva uma tnica fungao que calcula, a0 mesmo tempo, o nimero de nés e o nimero de chaves de
uma 4rvore B. Utilize os tipos e constantes definidos na Se¢ao 6.4.5.



