ELEMENTOS DE MATEMATICA

STE APENDICE APRESENTA t6picos de matemdtica que podem ser necessdrios para completo entendi-
| | mento do texto principal.

B.1 Ssomatérios

Um somatério, representado pela letra grega X (sigma maidsculo), consiste numa soma de uma sequéncia de
numeros. Por exemplo, a soma / + 2 + ... + (n - 1) + n pode ser representada pelo somatério:

n
i
i=1
A seguir serao enumeradas algumas propriedades e resultados notdveis de somatérios.

n n
1. Zﬂf(l) = fo(l) , em que ¢ é uma constante.
i=j i=j

n

2 Y@+ g01=Y F)+D g

i=j

3. Zn:l:n—j—l—l
i=j

i=0

i=1
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. Ziz _ n(n+1)2n+1)
i=1 6
ik
d =22 (j<k
1—a

1

6.

i=j

Seja a, (0 <i <n) uma sequéncia de nimeros. Entao tem-se que:

n
Z(an —a, )=a,—a,
7. i=l

Esse tltimo somatério recebe a denominacio especial de soma telescépica ou série telescopica.

B.2 Polinémios

Um polinémio é uma expressio formada por ndmeros reais, denominados coeficientes, varidveis ¢ expoentes,
que s3o niimeros inteiros nao negativos. Essa expressao utiliza apenas as operacoes de soma, subtracao, multi-
plicagdo e exponenciag¢io em sua formagio. Embora existam polinémios que utilizam mais de uma varidvel, o
interesse aqui ¢ restrito aqueles que usam apenas uma varidvel e podem, portanto, ser escritos como:

_ n n—1
P(x)=ax"+a, x"" +.+ax+a,

ou, em forma de somatdrio:
n .
P(x)= E ax'
=0

Nessa defini¢io, n é um niimero inteiro nio negativo chamado grau do polinémio e Ay a,...,a, ,a sio
constantes reais (coeficientes do polindmio). Cada a, x', 0 <i <n, que constitui um polinémio é denominado
termo e o expoente i ¢ o grau do respectivo termo. O termo que possui grau igual a zero ¢ denominado termo
constante. Quando dois termos possuem o mesmo grau, diz-se que eles sao termos semelhantes.

Polinémios sao usados na definicao de fungbes polinomiais e algumas dessas fungdes notdveis sdo apresenta-
dos a seguir:

O Polinémio de grau zero, também denominado fungao constante. Por exemplo:

Px)=5
O Polinémio de grau um, também denominado fungéo linear (ou fungao afim). Por exemplo:
Px)=2x+3
O Polinémio de grau dois, também denominado fun¢ao quadritica. Por exemplo:
Px)=x>+x-3

Um polindmio é completo quando todos os seus termos estao presentes. Por exemplo, todos os exemplos apre-
sentados acima constituem polindmios completos, enquanto o polindmio:

Px)=x?-1
nao ¢ completo, pois lhe falta o termo de ordem 1.

Os termos de um polindmio podem ser arranjados a vontade, mas, tipicamente, eles sdo apresentados em or-
dem decrescente de graus, como tem sido o caso aqui.
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O valor de um polindémio ¢é o resultado obtido quando se substitui cada ocorréncia de varidvel do polinémio
por um valor real e se efetuam as devidas operagoes. Por exemplo, o valor do polinémio:

P(x)=x’+x-3
quando sua varidvel é substituida por 2 é:
PR2)=22+2-3=3

Dois ou mais polindmios podem ser somados ou subtraidos agrupando-se seus termos de mesmo grau e so-
mando-se ou subtraindo-se os respectivos coeficientes. Por exemplo, a soma de:

Px)=x>+x-3

com:
Ox)=x*-2x—x + 1
resulta em:
Pix) + Q(x) =x"—x?-2
A multiplicagao de polinémios usa as leis distributivas da multiplicagao com relagio a soma e subtragao. Por
exemplo, a multiplicagao do polinémio:
Pkx)=x-1

pelo polindmio:

Okx)=2x"—x+1
resulta no polinémio:

Px).Ox)=(x—-1D)2x°—x+1) =2 -x>+x-2x+x—1=2x-3x+ 2x - |

Polindmios possuem vérias outras propriedades e operagdes que nio sao de interesse neste livro.

B,3 O Método de Horner

O método de Horner!" ¢ tipicamente ensinado em cursos elementares de matemdtica como uma técnica em-
pregada para calcular o quociente da divisao de um polinémio por outro. A mesma técnica, porém, tem vdrias
outras utilidades priticas. Do ponto de vista de programagio, a maior utilidade desse método estd no calculo
do resultado da aplica¢io de uma fun¢io polinomial a um determinado valor.

Suponha, por exemplo, que se deseja calcular o resultado (i.e., o valor numérico) da aplicacio da funcio po-
linomial P(x) a seguir sobre 5 [i.e., deseja-se calcular P(5)]:

P(x) = 4x* — 5x° + 3x? + 2x — 1

A maneira mais rudimentar de realizar esse cdlculo ¢ a seguinte:

4x5* — 5x5 + 3x57 +2x5 -1
4x625 —5x125+ 3x25 + 10 — 1
2500 — 625 + 75 + 10 -1
1959

P()

O célculo ingénuo apresentado acima pode ser substancialmente simplificado usando-se o artificio manual
mostrado na Figura B-1.

[1]1 Essadenominac¢do é umahomenagem ao matematico britanico William George Horner que popularizou o método (mas nao o inventou).
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P(x) =4x' — 5 + 352 + 2x — 1

| Coeficientes sao repetidos | »4 -5 3 2 -1
LA
Multiplica-se pelo coeficiente corrente
@ soma-se com o proximo coeficiente ->4 15 78 392
P(5)
Ficura B-1: CALcuLo SimpLIFicADO DE VALOR NUMERICO DE PoLINOMIO
A técnica informal descrita acima é baseada no fato de o polinémio:

P(x)=ax"+a, X" +..+ax+a, (1]
poder ser escrito como:

P(x)=a,+x(a, +x(a, +...+ x(a,_, +a,x))) 2]
A prova dessa ultima afirmagio ¢é relativamente trivial e o leitor poderd encontré-la em muitos livros de mate-
mitica elementar que versam sobre o assunto. Mais importante para o programador é saber como implementar
esse método eficiente de célculo.

Para entender como o método de Horner pode ser transformado em algoritmo, note que o valor numérico de
um polinémio P(x) para x = x, pode ser obtido por meio da seguinte sequéncia de constantes b;:

b() = a() T b] x()
Substituindo iterativamente os valores b, na Férmula [2] apresentada acima, ¢ ficil mostrar que P(x,) = b,,.

A fungao Horner (), exibida no programa abaixo, implementa o método de Horner delineado acima para ava-
liar o valor numérico de um polindmio para um dado valor. Para simplificar, o conjunto dos niimeros inteiros ¢
considerado como dominio dos polindmios. Essa funcio retorna o referido valor calculado e seus parAmetros sao:

B pol (entrada) — o polinémio representado por seus coeficientes armazenados num array
B grau (entrada) — o grau do polindmio
B x (entrada) — o valor para o qual o polindmio serd calculado

int Horner(const {int pol[], int grau, int x)

{
int 1,
resultado;
/* Inicia a sequéncia de numeros (bi) com o */
/* coeficiente (an) do termo de maior grau */
resultado = pol[grau]l;

/* Repetidamente, multiplica o valor do resultado */

/* por x e adiciona o valor do coeficiente seguinte */
for (i = grau - 13 i >= 03 --1)

resultado = resultado*x + pol[i];

return resultado;
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int main(void)

{
int p[] = {-1, 2, 3, -5, 4}, /* Coeficientes do polinémio */
grau; /* grau do polindémio */
grau = sizeof(p)/sizeof(p[0]) - 1}
printf( “\n\t>>> Valor de P(5): %d\n”, Horner(p, grau, 5) );
return 03
}

Obter o valor numérico de um polinémio do modo tradicional (i.e., termo a termo) requer, no maximo, 7
adicoes e (n? + n)/2 multiplicagoes, o que significa dizer que essa operagio tem custo temporal (7). Por ou-
tro lado, claramente, a fungao Horner (), que implementa a mesma operagao usando o método de Horner,
tem custo temporal O(n).

B.4 Logaritmos

O logaritmo de um niéimero real positivo x na base b, sendo b > 0 ¢ b # 1, ¢ definido como:

log, x =y se esomente se b’ = x

A base b de um logaritmo pode ser omitida, mas, quando esse ¢ o caso, subentendem-se valores diferentes para
b, dependendo da drea de aplicagao. Por exemplo, em computagio log x significa log, x, mas em muitas outras
dreas de ciéncias, o significado de log x ¢é log,, x. Por outro lado, /n x é o logaritmo natural (ou neperiano) de
x; i.e., Inx é o mesmo que log, x, em que e é a constante de Napier.
Algumas propriedades importantes de logaritmos sio as seguintes:

O Regra do produto: log, (xy) = log, x + log, y

O Regra do quociente: log, (x/y) = log, x - log, y

O Regra do expoente: log, x* = p.log, x

O Mudanga de base: log, x = (log, x)/(log, b)

. . . I
O Definigio alternativa: b** = x

B.5 Matrizes

Uma matriz n x m ¢ uma tabela com 7 linhas e m colunas contendo elementos de algum conjunto. Por exem-
plo, a seguir tem-se uma matriz 2 x 3:

y _ -1 0 2
2x3 ;] 2

A seguir, serdo apresentadas algumas definigoes bdsicas relacionadas a matrizes:

O Uma matriz quadrada ¢ aquela cujo nimero de linhas ¢ igual ao niimero de colunas.

O A diagonal principal de uma matriz quadrada n x n ¢ a diagonal formada pelos elementos a; de mo-
do quei =}, sendo I <i,j<n.

O A matriz identidade / ¢ a matriz quadrada 7 x n na qual todos os elementos na diagonal principal
sdo iguais a / e os demais elementos sio iguais a zero. Por exemplo, a matriz identidade / , é apresen-
tada abaixo:
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210 1

Soma ¢ subtragao de matrizes sio definidas apenas quando as matrizes possuem as mesmas dimensoes. Para
se obter o resultado da soma ou subtragiao de duas matrizes, os elementos correspondentes sio somados ou
subtraidos, respectivamente. Por exemplo:

-1 0 21| 3 0} |2 3 2

+
I 2 2111 0 3 0 2 =5

Multiplicagao de matrizes ¢ um pouco mais complicada. Em primeiro lugar, as dimensées das matrizes a serem
multiplicadas deve ser tal que o nimero de colunas da primeira matriz (operando esquerdo) deve ser igual ao
ntmero de linhas da segunda matriz (operando direito). Mais precisamente, se a matriz 4 for n x m e a matriz
B for m x p é uma matriz C n x p em que cada elemento ¢, ¢ dado por:

Por exemplo:

-1 0 2
1 2 2

w N

E importante notar que a multiplicagao de matrizes ndo ¢ comutativa e que o produto de qualquer matriz
A pela matriz identidade / ¢é a prépria matriz A . Também, o produto da matriz identidade / pela ma-
mxn n mxn m

triz A éA
mxn

mxn®

A transposta de uma matriz A ¢ a matriz 7, , tal que cada elemento da matriz transposta é dado por:
t. = a.. Por exemplo, a transposta da matriz:

y J:
4 - -1 0 2
w12 =2
¢é a matriz:
|7
T3x2: 0
2 -2

B.6 FuncéesPiso e Teto

As fungdes piso e teto mapeiam niimeros reais em niimeros inteiros de tal modo que o piso de niimero real é
sempre um nuimero inteiro e o mesmo ocorre com o teto de um niimero real.

O piso de um niimero real x, representado como |x], é o maior nimero inteiro menor do que ou igual a x.
Por outro lado, o teto de um ndmero real x, representado como [x], é o menor niimero inteiro maior do que
ou igual a x.

Essas definigoes parecem confusas, mas se tornam simples se vocé seguir o seguinte artificio para determinar
o piso e o teto de um nimero real:
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1. Determine entre quais nimeros inteiros o niimero real em questao se encontra na reta real.
2. O menor desses nimeros ¢ o piso e o maior deles é o teto. Para ndo esquecer: o teto estd sempre acima
de sua cabega e o teto estd sempre abaixo dos seus pés.

Supondo que o ntimero cujos piso ¢ teto se desejam determinar seja 1,125, a Figura B2 ilustra esse artificio:

L |I’25 1 1
I | B T 1 y
0 1 2 3

Piso Teto

Ficura B-2: Piso e Teto be um NUMERO REAL PosiTivo

No caso de um ntimero real negativo, determinar piso e teto pode parecer um pouco mais confuso, mas o pro-
cedimento acima descrito também se aplica nesse caso, como mostra a Figura B-3.

-1,25
< } } - i
-3 -2 -1 0
Piso Teto

Ficura B-3: Piso E TETo b um NUmERO ReAL NEGATIVO

Sendo x um ndmero real e # um ndmero inteiro, entdo as seguintes propriedades das fungées piso e teto me-
recem destaque:

[1] |x] = n se e somentesen <x <n + I

[2] |x] = n se e somentesex — I <n <x

[3] [x] =nseesomentesen—1 <x<n

[4] [x] =n se esomentesex <n <x + ]

(5] lx + n] = |x] +n

[6] [x +n]=[x] +n

(71 [x] = [x] =n

B.7 Anilise Combinatéria

Anilise combinatéria ¢ um ramo de matemdtica que se dedica a contar as diversas maneiras pelas quais ele-
mentos de um conjunto finito podem ser combinados. Essas formas de contagens sio tipicamente divididas

em trés categorias:
O Arranjos, que sio agrupamentos de elementos que dependem de ordenagio. Para calcular o arranjo
de n elementos considerados p a p, em que p <n, utiliza-se a férmula:

n!
" (n—p)!

Exemplo de arranjo: Suponha que num campeonato de futebol existam cinco equipes participantes,
entdo, se o campeonato tiver dois turnos, de modo que os times se enfrentem duas vezes, entdo o nd-
mero de confrontos entre essas equipes ¢ determinado por:
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10! 10!
Ay =7—==—=90
- (10-2)! 8!
Combinagdes, que sio agrupamentos de elementos que nao dependem de ordenagio. Para calcular a
combinagio de n elementos considerados p a p, em que p <n, utiliza-se a f6rmula:
n!
C o=
pl(n—p)!

Exemplo de combinagio: O nimero de maneiras distintas que se podem agrupar as vogais da lingua
portuguesa duas a duas ¢ dado por:

5! 5!

C,,= == =10
27 215-2)! 213!

Permutagées, que sio agrupamentos ordenados de modo que o nimero de elementos de cada agru-
pamento ¢ igual ao niimero de elementos disponiveis. A permutagao de n elementos é calculada por
meio da férmula:

Pn =n!
Exemplo de permutagao: O nimero de maneiras distintas que se podem apresentar as vogais da lin-
gua portuguesa, sem importar a ordem com que sio apresentadas, ¢ dado por:

P5=5!/=120

B.8 Indugiao Matematica

Indugao matemdtica (finita) ¢ um método de prova matemdtica utilizada para demonstrar teoremas sobre nu-
meros inteiros no negativos ou niimeros naturais. Esse método de prova tem duas formulagoes equivalentes

que serdo descritas a seguir.

B.8.1 Inducao Fraca

Provavelmente, indugéo fraca ¢ a técnica mais simples e mais utilizada de prova por inducio. Ela segue os se-

guintes passos:

0

a
a

Passo 1 — Base da indugao. Mostre que o teorema ¢ vdlido para o menor valor para o qual ele afir-
ma ser vdlido. Por exemplo, se um teorema afirma que uma determinada propriedade é valida para
Vn € N, entdo o menor valor a que se refere esse passo é 0.

Passo 2 — Hipétese indutiva. Assuma que o teorema vale paran = k.

Passo 3 — Indugao. Mostre que o teorema vale paran =k + 1.

S CNTILY A B Mostre que:

Prova:

~.  n(n+1)
ZZ_ 2

i=1

B Base da indugédo. Claramente, a igualdade vale para n = I, pois obtém-se / como resultado nos

dois lados da igualdade.

®  Hipdtese indutiva. Assuma que a seguinte igualdade ¢é vélida:
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il_ _ k(k+1)
i1 2
®  Passo indutivo. Deve-se mostrar que a seguinte igualdade ¢ vélida usando-se a hipétese indutiva:
ii: (k+1)(k+1+1) _ (k+1(k+2)
P 2 2

Esse altimo somatdrio pode ser escrito como:

k+1 k+1
2 —Zl +i
i=k+1

Entéo, utilizando-se a hipétese indutiva, tem-se:

kii k(k+1)
2

i=1

+k+1

Finalmente, resolvendo-se o lado direito dessa tltima igualdade, obtém-se:

K k+D)(k+2)
2=

SCENTLY B Mostre por indugio que T(n) = 5n’ + 3n + 2 é O(n?).

Prova: Deve-se mostrar que 5n’ + 3n + 2 < c, n’, para cada n > n,.

®  Base da indugido. Quando ¢, = 6 ¢ n, = 4, tem-se que:

S +3n+2=54#+34+2=94<96 =64 =c,n’
=  Hipétese indutiva:
5k + 3k + 2 <6k, parak>6
®  Passo indutivo. Deve-se mostrar que 5(k + 1)° + 3:(k + 1) + 2 <6:(k + 1)?, ou seja, rearranjando
os termos dessa tltima desigualdade, deve-se mostrar que:
5k? + 3k + 2 —2(k - 1) <6k?, para k > 6 (a ser demonstrado) ()

Somando-se —2(k - 1) aos dois lados da desigualdade que representa a hipétese indutiva, pode-se
reescrevé-la como:

Sk + 3k +2—2(k-1) <6k’ =2(k - 1), para k > 6 (hipétese indutiva) (f)
Agora, comparando-se as desigualdades (T) e (f), resta mostrar que:
6k’ =2-(k - 1) <6k, parak >6
E ficil mostrar que essa tltima desigualdade é valida para qualquer k > /. Logo ela também é v4-
lida para k > 6. ]

B.8.2 Inducao Forte

A diferenca entre indugio fraca e indugao forte estd no segundo passo da prova (i.e., na hipétese indutiva),
que na indugio forte é descrito como:

O Passo 2 — Hipétese indutiva. Assuma que o teorema vale para n <k.

Em outras palavras, enquanto a hipétese indutiva para indugio fraca supde que um teorema vale para um de-
terminado valor £, a hipétese indutiva para indugao forte assume que o teorema vale para um intervalo de va-
lores (i.e., para qualquer 7 que seja menor do que um dado valor k).
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Embora os dois tipos de prova por indug¢io sejam equivalentes, existem situagoes nas quais o uso da versao forte
de indug¢do facilita a prova de alguns teoremas.

ST LY AR Mostre por indugdo que qualquer inteiro n > 2 pode ser decomposto em fatores primos.
Prova:

B Base da indugédo. Claramente, a afirmacio vale para n = 2, pois a decomposicio de 2 é 2, que é
um ndmero primo.

®  Hipétese indutiva. Suponha que a afirmagio ¢é vilida paran <k.

B Passo indutivo. Deve-se mostrar que a afirmagio ¢é vilida paran =k + 1.
Se k + 1 for um niimero primo, sua decomposigao ¢ ele préprio, que é um nimero primo.
Se k + I no for um nimero primo, ele é um nimero composto e pode ser expresso como:
k+1=pq
sendo p e ¢ inteiros positivos e tais quep <k + leqg <k + I.
Como p <k e q <k, de acordo com a hipétese indutiva, p e ¢ possuem decomposigoes em fatores

primos. Portanto, multiplicando-se essas duas decomposicoes, obtém uma decomposi¢ao de k + /
em fatores primos, o que conclui a prova do teorema. ]

B.O Relagoes de Recorréncia

Uma relagao de recorréncia consiste em duas ou mais equagdes que descrevem uma sequéncia de nimeros de
tal modo que os primeiros termos da sequéncia sio definidos explicitamente, enquanto os demais sio defini-
dos em funcio de seus antecessores. Por exemplo, as duas equagoes a seguir constituem uma das mais simples
relacoes de recorréncia:

0 sen =10
F =

+ / sen>1
n—1
Nessa relagéo de recorréncia, o primeiro termo ¢ () e cada termo subsequente ¢ obtido somando-se / ao termo
anterior. Logo os termos dessa sequéncia Correspondem exatamente ao Conjunto dos nimeros naturais.

Uma relagao de recorréncia pode ser aparecer em notagao de subscritos, como no exemplo acima, ou em no-
tagao de fun¢io, como ¢ mostrado a seguir:

0 sen =10

ft = fm—-1)+1 sen>1

Em principio, uma relagio de recorréncia nio permite que se determine o valor de um termo arbitrdrio da
sequéncia que ela representa. Por exemplo, se nao fosse prenunciado que a relacio de recorréncia do exemplo
acima representava os nimeros naturais, talvez o leitor tivesse dificuldade de descobrir qual seria o centésimo
termo dessa sequéncia.

Resolver uma relagao de recorréncia significa apresentd-la num formato (solugio) que nio envolve recursao.
Tal formato é uma expressio, denominada forma fechada, que pode ser facilmente utilizada para determinar
o enésimo termo da sequéncia que a relacio de recorréncia representa. A forma fechada da relagao do exemplo
acima ¢, simplesmente, 7.

Nao existe férmula geral para resolu¢ao de relagoes de recorréncia e, pior, nem sempre ¢é simples encontrar uma
férmula que represente o n-ésimo termo da sequéncia que a relagao de recorréncia representa.
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Esta se¢do apresentard apenas como sdo resolvidas relagoes de recorréncia que aparecem neste livro.

B.9.1 Conjectura e Inducao Matematica

A téenica de resolugio de relagoes de recorréncia que utiliza conjectura e indugao matemadtica foi exposta na
Secio 6.11.6. Essa é a técnica mais simples de resolucio de relagoes de recorréncia, mas, infelizmente, sio
poucas as relagdes de recorréncia de interesse em estruturas de dados que podem ser resolvidas dessa maneira.
Entretanto, por ser a mais simples, essa técnica deve ser a primeira a ser especulada.

B.9.2 Relag¢ées de Recorréncia Homogéneas
Relagoes de recorréncia homogéneas apresentam o seguinte formato:
fm)=afin-1)+a,f(n-2)+ .. +a,f(n-d

emqued,, d, ..., a,ed sio constantes, sendo a constante d denominada a ordem da recorréncia. Tipicamente,
sdo especificados valores da fungio em para alguns valores denominados condigoes de fronteira.

Provavelmente, o exemplo mais notdvel de relagio de recorréncia homogénea é aquele que define a sequéncia
de Fibonacci:

n sen <2

fn—1)+fin-2)  sen>2

Na relagao de recorréncia de Fibonacci, a, = a, = I e as condigées de fronteira sao f{0) = 0 e f(1) = 1. A or-
dem dessa recorréncia éd = 2.

Jtm) =

Relagoes de recorréncia homogéneas apresentam solugdes da forma:

Jn) =x"
Substituindo-se essa forma de solugdo na relagao de recorréncia, obtém uma equagio denominada equagao
caracteristica. Por exemplo, a equacio caracteristica da relagio de recorréncia de Fibonacci é:

x" :xn—l + xn—Z

Dividindo-se ambos os lados dessa equagio por x" 2 e rearranjando seus termos, obtém-se:
X —-x—-1=0

Essa é uma equagao que pode ser facilmente resolvida, resultando nas seguintes raizes:

2 2

X X

Portanto tém-se duas solugoes para a recorréncia de Fibonacci, a saber:

Fn)= % e filn)= # .

Agora, em Matemdtica, demonstra-se um teorema que afirma que qualquer combinagio linear das raizes de uma
equagao caracteristica é uma solugao para a recorréncia. No caso da recorréncia de Fibonacci, isso implica que:

1+2\E ., 1-5

2

f(n)=
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¢ uma solugio para a recorréncia. Os pardmetros s e ¢ que aparecem na combinagio linear podem ser deter-
minados utilizando-se as condigoes de fronteira. Desse modo, no caso da recorréncia de Fibonacci, obtém-se:

f(0)=;[1+*/§j +t[i] —st1=0

2 2 )
o)) 8 (5
2 2 2 2 2)

Resolvendo-se o sistema formado pelas equagées (1) e (2), obtém-se:

_ L 1
Portanto a solugao (forma fechada) para a recorréncia de Fibonacci é dada por:
Fy= L[5 1 (1245
N N

B.10 Propriedades de Anilise Assintética

Esta segao apresentard demonstragoes de teoremas enunciados no Capitulo 6.

Teorema 6.1 f(n) é O(g(n)) se e somente se g(n) é O(f(n)).

Prova: (=) Suponha que f{n) é (g(n)). De acordo com a Defini¢ao 6.3, f{n) ¢ O(g(n)) e f(n) é 2(g(n)). Como
f{n) é O(g(n)), entao existem constantes ¢, > 0 e n, > 0 tais que f(n) < c,g(n) para todo n > n,. Mas,
como ¢, > (), tem-se que g(n) >k, f(n), sendo k, = I/c , para todo n >n,. Isso mostra que g(n) é Q(f(n)).
Agora, como f(n) é 2(g(n)), existem ¢, > 0 e n, > 0 tais que f(n) > c,g(n) para todo n > n,. Mas, co-
mo ¢, > 0, tem-se que g(n) <k, f(n), sendo k, = I/c,, para todo n >n,. Isso mostra que g(n) é O(f(n)).
Como g(n) é Q(f(n)) e g(n) é¢ O(f(n)), tem-se que g(n) é O(f(n)).
(<) A segunda parte deste teorema pode ser demonstrada de modo semelhante a prova da primeira
parte e ¢ deixada como exercicio para o leitor.

Corolario 6.1 f{n) é 6(g(n)) se e somente se f(n) é O(g(n)) e g(n) é O(f(n)).

Prova: (=) Suponha que f{n) é 6(g(n)). Entao, por defini¢ao, f(n) é O(g(n)) e, de acordo com o Teorema 6.1,
g(m) é 0(f(n)), o que, por definicio, significa que g(n) é O(f(n)).

(<) Suponha que f(n) é O(g(n)) e g(n) ¢ O(f(n)). Como g(n) ¢ O(f(n)), tem-se que f(n) é 2(g(n)) (v.
prova do Teorema 6.1). Logo f(n) ¢ O(g(n)). [ ]
Corolario 6.2 f(n) é 6(g(n)) se e somente se f(n) é Q(g(n)) e g(n) é Q(f(n)).

Prova: Este coroldrio pode ser demonstrado de modo semelhante a prova do Corolério 6.1. Esta demonstra-
a0 ¢ deixada como exercicio para o leitor.

Teorema 6.2 Suponha que a, a, .., a, sejam numeros reais, com a, # 0. Entao, tem-se que
— ok 1 . k
I(n) =an*+a _n"+. +an+a,éon).

Prova: Sejac, =a, +a, ,+..+a,+ a, Entdo, para qualquer n, tem-se que:
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Tm)=an*+a_n'+..+an+a,<an*+a_np"+. +an'+an =
=(a,+a,_,+.. +a,+a,)n"=c,n" oquemostraque T(n) ¢ O(n"). (1)

Agora, para qualquer 7, tem-se também que:

T(n) =an*+a_n"'+.. +an+a,>an' oquemostraque 7(n) é Qn). (2)

Como, por (1), T(n) é O(n*) e, por (2), T(n) é Q(n*), conclui-se que T(n) é O(n*). [ ]
Teorema 6.3 Se T(n) éc,f(n) + c,, entdo T(n) é O(f(n)).

Prova: Para todo 7, tem-se que ¢, f{n) + ¢, <c f(n) + c,f(n) = (c, + c¢,)f(n). Portanto, considerando ¢, = ¢, + c,,

tem-se que 7(n) é O(f(n)).

Para todo n, tem-se que ¢, f(n) + ¢, > ¢, f(n). Portanto T(n) é Q(f(n)).

Como T(n) é O(f(n)) e T(n) é Q(f(n)), tem-se que T(n) é O(f(n)). [ |
Teorema 6.4 Se T(n) ¢ 0(f(n)) e T,(n) é 0(g(n)), entao:

T\(n) + T (n) ¢ O(max(f(n), g(n)))

Prova: Como, por hipétese, T(n) ¢é 0(f(n)) e T,(n) é 0(g(n)), entao T (n) é O(f(n)) e T,(n) é O(g(n)). Além
disso, T'(n) ¢ Q(f(n)) e T,(n) é Q(g(n)).
Como, T (n) é O(f(n)) e T,(n) ¢ O(g(n)), existem constantes ¢, > 0, n, >0, ¢,> 0 e n, > 0 tais que:
T (n) <c,f(n),paran=>n,eT,(n) <c,g(n) paran>n,.
Seja n, = max(n, n,). Entao, tem-se que:
T\(n) +T,n)<c,f(n) +c,g(n) paran=>n,. (1)
Agora, por definigio, f{n) < max(f{n), g(n)) e g(n) <max(fin), g(n) V. @
Logo, em decorréncia dos resultados (1) e (2), obtém-se:
T\(n) + T,(n) <c, max(f(n), g(n)) + c,max(f(n), g(n)) = (c, + c,)max(f(n), g(n)) paran >n,.
Portanto, considerando-se ¢, = ¢, + ¢,, T\(n) + T (n) é O(max(f(n), g(n))).
Resta mostrar que 7',(n) + T,(n) é Q(max(f(n), g(n))).
Como T'(n) ¢ Q(f(n)) e T(n) é Q(g(n)), entio existem constantes ¢, > 0, n, >0, c,> 0 e n, > 0 tais que:
T (n) 2c,f(n),paran=>n,eT,(n) >c,g(n) paran>n,.
Seja n, = max(n, n,). Entao, tem-se que:

T\(n) +T,n)=c,f(n) +c,g(n) paran=>n, 3)
Tem-se ainda que:
max(f(n), g(n)) <f(n) + g(n) = ¢, fin) + c,g(n) = max(f(n), g(n)) (4)

Levando em consideracio os resultados (3) e (4), obtém-se
T\(n) + Ty(n) 2c,f(n) + c,g(n) > max(f(n), g(n))
Portanto T'(n) + T,(n) é Q(max(f(n), g(n))) ]
Teorema 6.5 Se T (n) ¢ 0(f(n)) e T,(n) é 0(g(n)), entao T (n)-T(n) é O(f(n)g(n)).
Prova: Como T'(n) ¢ 0(f(n)) e T(n) é O(g(n)), T (n) é O(f(n)) e T(n) é O(g(n)). Logo existem constantes
c,> 0,n120,cz> Oen220taisque:
T (n) <c,f(n),paran=>n,eT,(n) <c,g(n), paran=>n,.
Seja n,= max(nj, nz). Entao, tem-se que:
T (n)T,(n) <c, fln)c,g(n) = cc,f(n)gn), paran=>n,.
Portanto, tomando-se ¢, = ¢ c,, tem-se: T,(n)T,(n) é O(f(n)g(n)).
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Resta provar que T',(n)T,(n) é Q(f(n)g(n)).

Como T'(n) ¢ Q(f(n)) e T,(n) é L(g(n)), existem constantes ¢, > 0, n, >0, ¢, > 0 e n, > ( tais que:
T\(n) =2c,f(n), paran=>n, e T,(n) >c,g(n), paran >n,.

Sejan, = max(nj, ”2)' Entdo, tem-se que:

T,()T,(n) =, fin)e, g(n) = c.c,fin)g(n), paran>n,

Portanto, tomando-se ¢, = ¢ c,, tem-se: T,(n)T,(n) é Q(f(n)g(n)). [

Teorema 6.6 ¢ O(c"), parak>0ec> 1.

Prova: Deve-se mostrar que existem constantes ¢, > 0 e n, > () tais que:

k < n >
n*<c,"paran=>n,.
Agora, considerando-se c,=len,=1, pode-se mostrar por indugio (tente fazer isso) que:

n* <c¢"paran>1. [

Teorema 6.7 Se T(n) é O(f(n)) e f(n) é O(g(n)), entao T(n) é O(g(n)).
Prova: Se T(n) é 0(f(n)) e f(n) é 0(g(n)), entao T(n) é O(f(n)) e f(n) é O(g(n)). Logo existem constantes ¢, > 0,

n,20,c,>0en, >0 tais que:

T(n) <c,f(n), paran >n, e f(n) <c,g(n), paran >n,.

Seja n,= max(nI, ”2)- Entdo, paran > n,, tem-se que:

T(n) <c,f(n) <c,g(n) = f(n) <c,/c,gn) .

Portanto, considerando-se ¢, = ¢, /c,, tem-se que: T(n) é O(g(n)).

Resta mostrar que T(n) é Q(g(n)).

Como T(n) é Q(f(n)) e f(n) é 2(g(n)), existem constantes ¢, > 0, n, =0, c,> 0 e n, > 0 tais que:
T(n) > c,f(n), paran >n, e f(n) > c,g(n), paran >n,.

Seja n,= max(nI, ”2)- Entdo, paran > n,, tem-se que:

T(n) = c,f(n) >c,g(n) = f(n) >c,/c,gn) .

Portanto, considerando-se ¢, = ¢, /c,, tem-se que: T(n) é Q(g(n)). [

Observacao: O Lema B.1 a seguir nao aparece no Capitulo 6, mas serd ttil na prova do Teorema 6.8.

LemaB.1 Vx,a,bER*|a#1eb+# 1, tem-se que alsr = xlowa,

Prova:

[logt, X log, a

log,x _ p logﬂb] _ (al(’gax)[logab] _ xlogba

a

Teorema 6.8 Suponha que se tenha uma relagio de recorréncia da forma:

ndo negativo sen =1
Tt ={a°T(n/2§ +n sen>1
Sendo @ uma constante inteira nio negativa, entao tem-se que:
(i) Sea<2,T(n)é0(n).
(i) Sea =2, T(n) é O(n log n).
(iii)Se a > 2, T(n) é O(n's°).

Prova: A discussio apresentada na Se¢ao 6.10 serve com prova dos Casos (i) e (ii). No Caso (iii), tem-se que,

no nivel i da drvore de recursio existem a’ nds, cada um dos quais corresponde a um subproblema de
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tamanho n/2". Logo, no nivel 7, o custo de processamento total ¢ a'«(n/2') = n-(a/2)". Efetuando-se o
somatério sobre os log n niveis, obtém-se como custo total:

i

logn—1 . _ logn . _ logn
T =a TM+n- Y | 2] = Ty 2220 _ ey 2227
= \2 n-(2—a) 2—a

Como a > 2 e a fungao f(x) = log x é crescente, tem-se que T(n) é 0(a"") e, de acordo com o Lema
B.1, T(n) é 6(n"“), o que prova o Caso (iii). [

1 Propriedades de Arvores Binarias

Esta se¢do apresenta demonstragoes de teoremas enunciados no Capitulo 12.

Teorema 12.1 (i) O niimero maximo de nds no nivel i de uma drvore bindria ¢ 27~/ i > /. (ii) O ntimero

Prova:

méximo de nés numa drvore bindria de profundidade p é 2 — I, p > 1.

(i) A prova ¢ feita por indugao sobre i (v. Se¢ao B.8). Parai = /, tem-se que 27/ = 2"/ = ], pois s6 hd
um né no nivel /, que ¢ a raiz. Suponha agora que a parte (i) do teorema seja valida para i = n; isto é,
que o niimero méximo de nds no nivel n ¢ dado por:

271—1
Entao, deve-se mostrar que esta equagio também vale parai = n + I, ou seja, que 0 niimero méximo
de nés no nivel n + 1 é dado por:

2n
Ora, como cada né tem no mdximo grau 2, entao o nimero méximo de nés no nivel n + 1 é 2 vezes o
nimero méximo de nés no nivel n, isto é, 2.2n-1 = 2n. Assim a parte (i) da proposi¢ao estd provada.

(i) O ndmero mdximo de nés numa drvore bindria de profundidade p ¢ o somatério do niimero ma-

ximo de nds em todos os niveis da drvore, ou seja:
k

> 2 =21

i=l1

Exercicio: A prova dessa tltima igualdade pode também ser feita por indugio (v. Seg¢ao B.8). Como exerci-

cio, tente demonstra-la.

Teorema 12.2  Para qualquer drvore bindria, se 7, é o nimero de nés terminais (folhas) e 7, é o nimero

Prova:

de nés de grau 2, entio n,=n,+ 1.
Sejam 1, 0 nimero de nés de grau 1 e 7 o niimero total de nés. Uma vez que qualquer né possui grau
menor do que ou igual a 2 tem-se que:
n=n,+n, +n, (1)
Agora, cada nd, exceto a raiz, possui uma ramiﬁcagéo que o liga a seu no pai. Entao, se r é o ndmero
de ramificagdes, tem-se n = r + 1. Mas, cada ramificagio parte de um né de grau um ou de um né
de grau dois. Assim 7 = n, + 2n, e, portanto:

n=1+n+2n, 2)
Resolvendo-se as equagoes (1) e (2), obtém-se o resultado desejado:
n,=n,+1 [ ]
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Teorema 12.3  Se 7 é o nimero de nds de uma drvore estritamente bindria e p é a sua profundidade, entao
a seguinte relagao évalida: 2p— 1 <n <2 -1 (p > 0).

Prova: Este teorema pode ser parafraseado assim: a menor drvore estritamente bindria com profundidade p
que existe possui 2” — I nds e a maior drvore estritamente bindria com profundidade p que existe pos-
sui 27 — I nés.

Agora, a menor 4rvore estritamente bindria com profundidade p possui dois nés em cada nivel, exceto
no primeiro nivel, que s6 contém a raiz. Portanto o nimero de nés dessa drvore é dado por:

Zklz ~1=2k-1
i=1

Por outro lado, a maior drvore estritamente bindria com profundidade p possui o nimero mdximo
de nds em cada nivel que, de acordo com o Teorema 12.1, é dado por 2'~/. Mas, de acordo com esse
mesmo teorema, o numero total de nés numa drvore dessa natureza ¢ igual a 2/ — 1. [ |

Teorema 12.4 Numa drvore estritamente bindria, o nimero total de nés n é dado por:
n=2n, — 1, sendo n, o nimero de folhas da drvore.

Prova: De acordo com o Teorema 12.2, tem-se que, para qualquer drvore bindria:

n,=n,+1 (1)
Mas, numa drvore estritamente bindria, nao existe né com grau igual a um. Logo:

n=n,+n, )
Resolvendo-se as equagées (1) e (2), obtém-se:

n=2n,-1 ]

Teorema 12.5 O nimero de nés de grau dois (1,) de uma arvore bindria perfeita mantém a seguinte re-
lagao com o ntimero total de folhas (n,): n, =n,— 1.

Prova: Seja p a profundidade de uma drvore bindria perfeita. Entao, o niimero total de nés () de uma drvore
bindria perfeita é, de acordo com a Defini¢ao 12.7 ¢ o Teorema 12.1, dado por:
n=2-Il=n+n=2~-1=>n+n+1=2 (1)
A segunda igualdade acima ¢ decorrente do fato de s6 existirem nés de grau dois (n,) e de grau zero
(n,). Agora, de acordo com a parte (i) do Teorema 12.1, tem-se que:

n,=2"'=2n=2 2
Resolvendo-se as equagoes (1) e (2) acima, obtém-se o resultado desejado:
n,=n,—1 [ |
Corolario 12.1 Numa drvore bindria perfeita, o nimero de folhas (7,) mantém a seguinte relagao com o
ntmero total de néds (n):

_n+l
ny = 5
Prova: De acordo com o Teorema 12.5, tem-se:
n,=n,—1 (1)
Agora, o nimero total de nés (1) de uma drvore bindria perfeita ¢ (v. acima) dado por:
n=n,+n, 2)

Resolvendo-se as equagoes (1) e (2) acima, obtém-se o resultado desejado. |
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Teorema 12.6 A profundidade p de uma drvore bindria completa com n nés é dada por p = |log, n +1].

Prova: A menor 4rvore bindria completa com profundidade p que existe possui apenas um né no nivel p, de
modo que, de acordo com o Teorema 12.1 (ii), o nimero minimo de nés numa drvore bindria com-
pleta com profundidade p é dado por:

n =22'—1+]1=2x"1

A maior 4rvore bindria completa com profundidade p que existe possui 0 nimero médximo de nés no
nivel p, que, de acordo com o Teorema 12.1 (ii), ¢ dado por:

n =2-1

Portanto o niimero de nés de uma 4rvore bindria completa com profundidade p satisfaz a seguinte relagio:
rl<n<2r -]

Desenvolvendo-se a primeira desigualdade, obtém-se:

p<log,n+1 (1)
Desenvolvendo-se a segunda desigualdade, obtém-se:
p=log,(n+1)=log,n )

Combinando-se (1) e (2) e levando em conta a propriedade da func¢io piso que afirma que:
m<x<m+ 1S m=|x|

obtém-se o resultado desejado:
p(n) = |_log2 n+ IJ .

Teorema 12.7  Sec uma drvore bindria completa com 7 nés for representada sequencialmente conforme foi
descrito na Se¢ao 12.2.4, entdo, para qualquer né numerado por i, 0 <i <n— I, tem-se:
(i) Pai(i) é numerado como [(i—1)/2],se i # 0. Sei = 0, o né i ¢ a raiz da drvore, que nio
possui pai.
(ii) FilhoEsquerdo(i) é numerado como 2 + 1,se 2:i + 1 <n. Se 2+i + 1 > n, entdo o nd
i nao possui filho da esquerda.
(iii) FilhoDireito(i) é numerado como 2+i + 2, se 2:i + 2 <n. Se 2'i + 2 > n, entdo o nd i
nio possui filho da direita.

Prova: Em primeiro lugar, deve-se notar que se a parte (ii) do teorema for provada, a parte (iii) torna-se uma
consequéncia imediata, pois, quando um né é numerado como 2 + I, seu irmao direito, quando ele
existe, é obviamente numerado como 2-i + 2, devido ao esquema de numeracio da esquerda para a
direita. Além disso, tendo provado as partes (ii) e (iii), a parte (i) do teorema passa a ser consequéncia
imediata dessa prova, visto que um né que possui filhos numerados como 2-i + / e 2i + 2 s6 pode ser
numerado como | (7 — 1)/2], devido ao esquema de numeragio por niveis. Portanto resta demonstrar a
parte (ii) do teorema e essa prova serd feita por indugao a seguir.

Para i = 0, o né que apresenta essa numeragao ¢ a raiz e seu filho 4 esquerda ¢ numerado com 7, a nao

ser que a drvore s6 possua raiz. (Nao esquega que, por hipdtese, a drvore bindria é completa.)

Como hipétese indutiva, suponha que a parte (i) do teorema seja verdadeira para i = k; i.e.,

FilhoEsquerdo(k) é numerado como 2k + 1. Entdo, deve-se mostrar que FilhoEsquerdo(k + 1) é

numerado como 2+(k + 1) + 1.

Agora, de acordo com o esquema de numeragio proposto, somando-se 2 a FilhoEsquerdo(k), obtém-se

FilhoEsquerdo(k + 1). Mas, de acordo com a hipétese indutiva, FilhoEsquerdo(k) é numerado como

2k + 1, de modo que a numeracio de FilhoEsquerdo(k + 1) é dadapor2:k+ 1 +2=2-(k+1) + 1.
|






