ARVORES

Apos estudar este capitulo, vocé devera ser capaz de:
» Definir e usar os seguintes conceitos relativos a arvores:
0 No6 O Filhodené O Néinterno O Ancestral de né

O Raiz O Graudené ([ Niveldené [ Descendente de né
O Folha O Grau O Floresta O Profundidade ou altura

Discernir entre estruturas de dados linear e hierarquica
Fazer distingcao entre arvore bindria e arvore ordindria

vVVYY

Exibir diferencas entre os seguintes tipos de arvores binarias:
O Completa 3 0/2 O Estritamente bindria

O Repleta O Inclinada O Com e sem costura
O Perfeita O Patoldgica

Conhecer e demonstrar as principais proposicoes referentes a arvores binarias
Descrever a abordagem de numeracgao de nos para arvores bindrias
Implementar arvores binarias usando ponteiros ou arrays

Descrever e implementar os caminhamentos infixo, prefixo, sufixo e por nivel em ar-
vores binarias

Representar uma expressdo aritmética usando arvore binaria
Construir uma arvore binaria com base em dois de seus caminhamentos
Converter arvores ordinarias e florestas em arvores binarias
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Explicar o algoritmo de codificacdo de Huffman
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MA ESTRUTURA DE DADOS HIERARQUICA ¢ uma forma de organizar dados de tal modo que eles de-
notem uma hierarquia entre si. Ou seja, um item de uma estrutura de dados hierdrquica pode ser
considerado superior, inferior ou do mesmo nivel que outro. Um exemplo de organizagao hierdr-
quica aparece em sistemas de arquivos e diretérios (pastas), como aquele usado no sistema opera-
cional Unix apresentado de forma simplificada na Figura 12—-1. Essa organizagao hierdrquica facilita sobrema-

neira a localizagao de arquivos e diretérios. J4 imaginou como seria complicado encontrar um dentre milhares
de arquivos se todos eles fossem organizados como uma tnica lista? Existem outras intimeras aplicagoes de
drvores, dentre as quais se destacam: tomada de decisoes (v. Segao 12.8.1), jogos, busca (v. Volume 2) e codi-

ficagao (v. Secao 12.8.2).

LEGENDA:

Arquivo

Video 2

Texto 1 Texto2

Ficura 12-1: EsTRUTURA HIERARQUICA SIMPLIFICADA DE ARQUIVOS DO SISTEMA UNix

Estruturas de dados hierdrquicas contrastam com estruturas de dados lineares. Numa estrutura de dados li-
near, cada elemento, com exce¢io do primeiro, tem um Unico antecessor e cada elemento, com exce¢ao do
tltimo, tem um Wnico sucessor. Esse é o caso de todas as estruturas de dados apresentadas nos capitulos ante-
riores. Este capitulo é dedicado ao estudo introdutério de drvores, que sdo as estruturas de dados hierdrquicas
mais utilizadas em programagao.

12.71 Conceitos Fundamentais

Definicdo 12.1 Uma drvore (ordindria) ¢ um conjunto finito constituido de um ou mais nés, de modo que
hd um né especial chamado raiz e os nés remanescentes sao divididos em n > 0 conjuntos
disjuntos 4 Ay A onde cada um desses conjuntos ¢ uma drvore (ou, mais apropria-
damente, uma subdrvore).

Uma 4rvore pode ser representada esquematicamente como na Figura 12-2. Nessa figura, A ¢ a raiz da drvore,
que, por sua vez, possui trés subdrvores cujas raizes sao B, C e D. Como vocé deve ter percebido, normalmente,
a raiz de uma drvore ¢ desenhada no topo da figura que representa a drvore.

A exigéncia de que os conjuntos (subdrvores) na defini¢ao de drvore sejam disjuntos impede que haja ligacao
entre uma subdrvore e outra (por exemplo, uma ligagao entre D e F na Figura 12-2 nio ¢é permitida).

Algumas terminologias frequentemente utilizadas com 4rvores serdo apresentadas a seguir, mas antes disso, um
alerta se faz necessdrio. A terminologia usada com 4rvores é bem variada e, infelizmente, nao é padronizada,
de modo que ela varia muito entre autores. Aqui, serd adotada a nomenclatura que se julga ser a mais comum.
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FiGURA 12-2: REPRESENTACAO GRAFICA DE ARVORE ORDINARIA

Um né de uma drvore consiste num item de informagio mais as ramificagoes para outros itens. A drvore da
Figura 12-2 possui 13 nds, cujos campos de informagio sio representados por letras e as ramificacoes por
segmentos de reta. O grau de um né ¢ o ndmero de subdrvores do nd. Na Figura 12-2, o grau do n6 A ¢ 3,
o grau do né B ¢ 2 ¢ o grau do nd I é zero. Os nds cujos graus sdo iguais a zero (i.e., aqueles que ndo possuem
nenhuma subdrvore) sio denominados nés folha (ou, apenas, folhas) ou nés terminais. Os nés que nio sio
folhas sao denominados de nés internos (ou nés nao terminais). As raizes das subdrvores de um né X siao de-
nominadas filhos de X. Neste tltimo caso, X é chamado de pai de seus nds filhos. Assim, no exemplo acima,
os filhos de B s20 E ¢ F, ¢ 0 pai de B ¢ A. Os filhos de um mesmo pai sdo ditos serem irmaos. O grau de uma
drvore ¢ o maior dentre os graus de todos os nds da drvore. O grau da drvore do exemplo acima é 3. Os ances-
trais de um né sdo todos os nds ao longo do caminho que vai da raiz até esse né (sem inclui-lo). No exemplo
acima, os ancestrais de L s3o A, B ¢ E. Os descendentes de um né sio todos os nés que o tém como ancestral.
Por exemplo, os descendentes do né B na drvore da Figura 12-2 sio os nés E, F, K e L.

Definicdao 12.2 O nivel de um né x ¢ definido conforme aparece a seguir, mas alguns autores consideram
o nivel da raiz como sendo 0.

. 1, se x éaraiz
nivel(x) = ) ) )
n+1, se o nivel do paidex én
Na 4rvore da Figura 12-2, o nivel do né A é 1, o nivel dos nés B, Ce D é 2, e assim por diante. A profundidade
ou altura de uma drvore ¢ o nivel mdximo encontrado em algum né da 4rvore. A altura da drvore da Figura
12-2 ¢ 4 (correspondendo ao nivel dos nés K, L e M).

Definicao 12.3 Uma floresta ¢ definida como sendo um conjunto de n > 0 drvores disjuntas. Observe que
a nogio de floresta ¢ muito préxima da prépria nogao de drvore. Por exemplo, se a raiz da
drvore do exemplo acima fosse removida, ter-se-ia uma floresta com trés drvores, cujas raizes
seriam B, C e D. Inversamente, se as raizes das drvores que formam uma floresta forem unidas
por um né adicional ter-se-ia uma drvore.

H4 vérias formas de se representar graficamente uma drvore, além daquela vista na Figura 12-2. Uma forma
ttil é a representacio em forma de lista. Neste esquema, a drvore dessa figura seria representada como:

(A(B(E(K,L),F),C(G),D(H(M),I,T)))

Outra forma menos utilizada para representar graficamente uma drvore ¢ usando endentacio para refletir as re-
lagoes entre os nds. Usando esse tipo de representacio a drvore do exemplo seria exibida como na Figura 12-3.
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A
B
E
K
L
F
C
G
D
H
M
|
J

FiGura 12-3: RePRESENTACAO DE ARVORE ORDINARIA EM FORMA DE LisTA

Construir a representacio da Figura 12-3 usando um editor de texto ¢é relativamente trivial. Usa-se tabulagio
para representar o nivel de cada nd, considerando a raiz como nivel 0. Assim, considerando a drvore do exem-
plo, 0 né A nao terd tabula¢io; os nds B, C e D terdo uma tabulagio; os nés E, F, G, H, I e J terdo duas tabula-
¢oes, e assim por diante.

12.2 Arvores Binarias

Informalmente, uma 4rvore bindria ¢ uma estrutura de dados do tipo 4rvore (i.e., hierdrquica), onde o grau
de cada né ¢ no méximo igual a dois (em outras palavras, cada né tem no méximo duas ramificacoes). Além
disso, numa drvore bindria, faz-se distingao entre a subdrvore da esquerda ¢ a subdrvore da direita de um né.
Uma 4rvore bindria também pode ser vazia, i.e., nao possuir nenhum né. A definicio formal de drvore bindria
serd apresentada a seguir.

Definicao 12.4 Uma drvore bindria ¢ um conjunto de nds que é vazio ou consiste numa raiz e duas drvores
bindrias disjuntas denominadas de subdrvore direita e subdrvore esquerda.

Compare as defini¢oes de drvore ordindria e de drvore bindria e observe que existem diferencas entre elas. Note
que pode existir drvore bindria vazia, enquanto nio pode existir drvore ordindria vazia. Note ainda que as duas
drvores bindrias apresentadas na Figura 12—4 sio diferentes. A primeira delas tem uma subdrvore direita vazia
e a segunda tem uma subdrvore esquerda vazia. Se estas estruturas fossem consideradas como drvores ordindrias,
em vez de drvores bindrias, elas seriam iguais.

(A) (B

® ®

(a) Arvore com subarvore esquerda (b) Arvore com subarvore direita
FicurRA 12-4: Duas Arvores BiNARIAs DIFerenTEs com Dois Nos

A terminologia vista antes para drvores (grau, nivel, altura, pai, filho etc.) aplica-se naturalmente as drvores
bindrias.

Alguns resultados importantes relativos a drvores bindrias serdo vistos em seguida.
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Teorema 12.1 (i) O niimero maximo de nés no nivel i de uma drvore bindria é 2=/, i > . (ii) O ntimero
mdximo de nds numa 4rvore bindria de alturap é 22 — 1, p > 1.

Prova: A prova deste e dos demais teoremas enunciados neste capitulo encontram-se no Apéndice B.

Teorema 12.2  Para qualquer drvore bindria, se 7, é o nimero de nés terminais (folhas) e 7, é o nimero
de nés de grau 2, entio n,=n,+1I.

12.2.1 Degeneradas (ou Patoldgicas)

Definicao 12.5 Uma drvore bindria degenerada ou patolégica é aquela na qual cada né possui um filho e
s6 hd uma folha.

Um exemplo de drvore bindria degenerada ¢ mostrada na Figura 12—-5. Essa ¢ uma drvore bindria inclinada
a esquerda.

(D)

G

Ficura 12-5: ARvoRE BINARIA INCLINADA A ESQUERDA

12.2.2 Estritamente Bindrias

Defini¢do 12.6 Uma drvore estritamente bindria (ou drvore 0/2) ¢ aquela na qual cada né tem zero ou

dois filhos.

Teorema 12.3  Sen é o niimero de ndés de uma drvore estritamente bindria e p é a sua profundidade, entao
a seguinte relagao é valida: 2p— 1 <n<2r— 1 (p > 0).

Teorema 12.4 Numa drvore estritamente bindria, o numero total de nés n é dado por:
n=2n,-1, sendo n, o nimero de folhas da 4rvore

12.2.3 Perfeitas (ou Repletas)

Definicdao 12.7 Uma drvore bindria de profundidade p que possui o niimero mdximo possivel de nés (da-
do pelo Teorema 12.1 por 2¥ — I) é denominada de drvore bindria perfeita (ou repleta).

Uma defini¢ao alternativa para drvore bindria perfeita é que, numa drvore dessa natureza, qualquer né interno
possui dois filhos e todas as folhas estio no mesmo nivel.

Teorema 12.5 O ndmero de nés de grau dois (,) de uma drvore bindria perfeita mantém a seguinte re-
lagao com o ntimero total de folhas (n,): n, =n,— 1.
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Corolario 12.1 Numa drvore bindria perfeita, o nimero de folhas (n,) mantém a seguinte relagio com o
nimero total de néds (n):
n+1
n, =
0
2

Observacao: Nio confunda drvore estritamente bindria com drvore bindria perfeita. Toda 4rvore bindria
perfeita ¢ uma drvore estritamente bindria, mas a reciproca nao ¢ verdadeira.

12.2.4 Completas

Uma representacio elegante para drvores bindrias perfeitas é obtida a partir da numeragio sequencial dos seus
nés, comegando com o né do nivel 1, depois os nds do nivel 2, ¢ assim por diante. Em cada nivel, os nds sao
numerados da esquerda para a direita. Uma drvore bindria perfeita, de altura 4, com numeragio sequencial ¢
apresentada na Figura 12-6.

FiGura 12-6: ARvORE BINARIA PERFEITA
Esse esquema de numeragio de nds serve para definir uma 4rvore bindria completa, como se vé a seguir.

Definicdao 12.8 Uma drvore bindria com 7 nés e profundidade p é completa se e somente se seus nds cor-
respondem aos nos que sdo numerados de 0 até n — / numa drvore bindria perfeita de pro-

fundidade p.

Numa drvore bindria completa, todos os niveis, exceto talvez o tltimo, sio completamente preenchidos. Isto ¢,
de acordo com a tltima definicdo, pode-se dizer que uma drvore bindria completa é uma 4rvore bindria perfeita
com suas folhas mais a direita removidas. Note que toda drvore repleta é uma drvore completa, mas a reciproca
nao ¢ verdadeira. Por exemplo, a drvore bindria apresentada na Figura 12-7 é uma drvore bindria completa,
mas ela nio ¢é perfeita.

Ficura 12-7: ARvoRre BINARIA COMPLETA



12.2 Arvores Binarias | 505

Também, nio confunda 4rvore estritamente bindria com drvore bindria completa. Existem drvores estritamente
bindrias que nao sao completas e existem drvores bindrias completas que nio sao estritamente bindrias.

Teorema 12.6 A profundidade p de uma drvore bindria completa com n nés é dada por p = |log, n +1].

Os n6s de uma 4rvore bindria completa podem ser armazenados num array unidimensional arvore[], com o
né numerado por i sendo armazenado em arvore[i]. O Teorema 12.7, a seguir, permite que se determinem
as localizagdes do pai, do filho da esquerda e do filho da direita de um né de uma 4rvore bindria completa re-
presentada neste esquema.

Teorema 12.7 Se uma drvore bindria completa com 7 nés for representada sequencialmente conforme foi
descrito acima, entao, para qualquer né numerado por i, 0 <i<n— I, tem-se:

(i) Pai(i) é numerado como [(i — 1)/2|, sei# 0. Sei = 0, 0o nd i é a raiz da drvore, que
nao possui pai.

(ii) FilhoEsquerdo(i) é numerado como 2+ + I, se 2:i + 1 <n.Se 2 + I > n, entdo o
né i nao possui filho da esquerda.

(iii) FilhoDireito(i) é numerado como 2+ + 2, se 2+ + 2 <n. Se 2'i + 2 > n, entdo o né
i ndo possui filho da direita.

A representacio sequencial proposta pode ser utilizada para qualquer drvore bindria (e ndo apenas para drvores
bindrias completas), embora, em muitos casos, possa haver desperdicio de espago. Para drvores bindrias com-
pletas essa representagio ¢ ideal, pois ndo hd desperdicio de espaco. O pior caso é o de uma 4rvore bindria in-
clinada a direita de profundidade p, que requer um array com 2” — [ elementos dos quais apenas p elementos
sao efetivamente usados. A Figura 128 ¢ a Figura 129, apresentam, respectivamente, as representagdes por
array da drvore inclinada a esquerda e da drvore completa vistas na Figura 10-5 ¢ na Figura 10-6.

0 Q i arvore [i]
0 A
1 B
1(B) 5 —
3 |[c|
3 a |
. -
. -
© . [o
. el
15 G - |
15 ?
(a) Representagéo Grafica da Arvore (b) Representagio da Arvore em Array

FicurRA 12-8: ARVORE BINARIA INCLINADA REPRESENTADA EM ARRAY

Além da desvantagem de um possivel desperdicio de memoria, a representagao sequencial também dificulta as
operagoes de remogio e inser¢io de nés. De fato, insercio e remogao de nds no interior de uma drvore requer
movimentagdes de muitos nés para refletir a mudanca de nivel desses nés. Estes problemas podem ser supera-
dos com a utiliza¢io de uma representacio encadeada. Nessa representagio, cada né seria representado por uma
estrutura com trés campos: esquerda, conteudo e direita, como ilustrado na Figura 12-10.
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Embora essa estrutura de nés torne dificil determinar o pai de um né, ela é adequada para a maioria das aplica-
¢oes de drvores bindrias. Além disso, pode-se acrescentar um quarto campo, denominado pai, se for rotineira
a determinagao dos pais dos nés.

0 Q i arvore [i]
0 A
1 |8
2 |c|
3 [p]
a4 |E|
5 [F
& |6]
7 [H]
s |I
(a) Representacéo Grafica da Arvore (b) Representacio da Arvore em Array

Ficura 12-9: ARvOREe BINARIA COMPLETA REPRESENTADA EM ARRAY

esquerda dado direita

FiGUurA 12-10: RepReseNTACAO EsquemATicA bE N6 e ARvORE BINARIA

12.3 Caminhamentos em Arvores Binarias

Visitar um n6 de uma drvore significa acessi-lo com o objetivo de realizar alguma operagio sobre seu conte-
tdo. Por exemplo, pode-se visitar um né com o objetivo de exibir seu contetdo na tela, consultar ou alterar
esse conteudo. Por outro lado, entende-se por caminhamento a agio de visitar todos os nés de uma drvore.

Os conceitos de visitagao e caminhamento também se aplicam a listas encadeadas. Numa lista encadeada, existe
uma ordem natural para percorrer todos os seus nds, que ¢ partir do inicio da lista e seguir na direcao do en-
cadeamento até o final da lista (por esse motivo, listas encadeadas sao denominadas estruturas lineares). No
entanto, nao hd nenhuma ordem linear natural para visitar os nés de uma drvore (as drvores sao conhecidas
como estruturas nao lineares).

Podem-se definir vérias ordens de caminhamento em drvores bindrias. Aqui, serdo descritos os trés tipos de
caminhamento mais comuns, que sio: caminhamento em ordem prefixa (abreviadamente, caminhamento
prefixo), caminhamento em ordem infixa (caminhamento infixo) ¢ caminhamento em ordem sufixa (cami-
nhamento sufixo). Em cada um desses métodos de caminhamento, nada precisa ser feito para caminhar sobre
uma 4rvore bindria vazia. Os métodos serdo definidos recursivamente, de forma que executar o caminhamento
sobre uma 4rvore bindria envolve visitar a raiz e caminhar em suas subdrvores esquerda e direita. Estes métodos
sao descritos em seguida.

12.3.1 Caminhamento Prefixo

A Figura 12-11 apresenta o algoritmo de caminhamento em ordem prefixa numa drvore bindria.
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ALGORITMO CAMINHAMENTOPREFIXO
EnTRADA: Uma 4rvore bindria
Saipa: O resultado de um caminhamento em ordem prefixa na drvore
1. Visite a raiz
2. Caminhe na subdrvore esquerda em ordem prefixa

3. Caminhe na subdrvore direita em ordem prefixa

Ficura 12-11: ALGoriTMO DE CAMINHAMENTO PREFIXO
12.3.2 Caminhamento Infixo

O algoritmo de caminhamento em ordem infixa numa drvore bindria é exposto na Figura 12-12.

ALGorRITMO CAMINHAMENTOINFIXO
ENTRADA: Uma drvore bindria
Saipa: O resultado de um caminhamento em ordem infixa na 4rvore
1. Caminhe na subdrvore esquerda em ordem infixa
2. Visite a raiz

3. Caminhe na subdrvore direita em ordem infixa

Ficura 12-12: ALcoriTMmO DE CAMINHAMENTO INFIXO

12.3.3 Caminhamento Sufixo

A Figura 12-13 apresenta o algoritmo de caminhamento em ordem prefixa numa drvore bindria.

ALGORITMO CAMINHAMENTOSUFIXO
ENTRADA: Uma 4rvore bindria
Saipa: O resultado de um caminhamento em ordem sufixa na drvore
1. Caminhe na subdrvore esquerda em ordem sufixa
2. Caminhe na subdrvore direita em ordem sufixa

3. Visite a raiz

Ficura 12-13: ALGORITMO DE CAMINHAMENTO SUFIXO
12.3.4 Exemplos

E fécil memorizar esses caminhamentos utilizando as seguintes observagoes:

O Em todos os caminhamentos, o caminhamento na subdrvore esquerda ocorre antes do caminhamento
na subdrvore direita. Assim como se escreve em portugués.

O O que diferencia os caminhamentos é a ordem na qual a raiz é visitada com rela¢io ao caminhamento
na subdrvore esquerda. No caminhamento prefixo, o prefixo pre indica que a visita a raiz precede os
caminhamentos nas subdrvores.

O No caminhamento infixo, o prefixo iz indica que a visita a raiz ocorre entre os caminhamentos nas
duas subdrvores.

O Finalmente, no caminhamento em sufixo, o prefixo su indica que a visita a raiz sucede os caminha-
mento nas subdrvores.
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Considere a drvore bindria da Figura 12—-14. Os caminhamentos prefixo, infixo e sufixo aplicados a essa drvore
produziriam as seguintes sequéncias de visitagio dos nds:

O Prefixo: ABDGCEHIF (v. Figura 12-15)

O Infixo: DGBAHEICF (v. Figura 12-16)
O Sufixo: GDBHIEFCA (v. Figura 12-17)

Ficura 12-14: CAMINHAMENTOS EM ARVORE BINARIA

Note que as folhas de uma drvore bindria sao visitadas na mesma ordem em todos os caminhamentos
i Inicioda
b4 visitacao

4
@

[

Caminhamento prefixo: ABDGCEHIF
FicuRA 12-15: CAMINHAMENTO PREFIX0 EM ARVORE BINARIA

Inicio da
visitagdo ~ -

Caminhamento infixo: DGBAHEICF
Ficura 12-16: CAMINHAMENTO INFIX0 EM ARVORE BINARIA
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PR

Inicoda "._
" visitagdo
Caminhamento sufixo: GDBHIEFCA
Ficura 12-17: CAMINHAMENTO SUFIX0 EM ARVORE BINARIA

Arvores bindrias podem ser utilizadas para representar expressoes aritméticas. Arvore de expressao ¢ uma 4r-
vore bindria contendo operadores (nés internos) e operandos (folhas) e que nio armazena parénteses. Neste
método de representagio, a raiz da drvore contém o operador que deve ser aplicado aos resultados das avalia-
coes das expressoes aritméticas representadas pelas subdrvores esquerda e direita. Um né que representa um

operador (bindrio) possui duas subdrvores nao vazias, enquanto um né que representa um operando nio possui
subdrvores (i.e., ¢ um n6 folha). Assim a expressio A + B*C seria representada pela drvore da Figura 12-18.

AN
§

FiGura 12-18: REPRESENTACAO DE EXPRESSAO ARITMETICA EM ARVORE BINARIA 1

Enquanto a expressao (A + B)*C seria representada como na Figura 12-19.
/ o\@
®

FiGura 12-19: REPRESENTACAO DE ExPRESSAO ARITMETICA EM ARVORE BINARIA 2

O que acontece quando se executa sobre estas drvores cada uma das trés formas de caminhamento definidas
acima? O caminhamento prefixo para a drvore do primeiro exemplo acima produz +A*BC, enquanto, para a
drvore do segundo exemplo, resultaria em *+ABC. Observe que estas sequéncias representam justamente as
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formas prefixas das expressoes dadas. Na realidade, esta regra ¢ geral para expressoes representadas em forma de
drvores bindrias e sugere a denominagio dada a esse tipo de caminhamento. E ficil verificar que as sequéncias
de nés obtidas com os caminhamentos sufixos resultam nas formas sufixas das expressoes representadas. Para as
arvores dos exemplos acima, estes caminhamentos produziriam as sequéncias: ABC*+ e AB+C*, respectivamente
para a primeira e para a segunda drvore. Serd, entdo, que o caminhamento infixo numa 4rvore que represen-
ta uma expressao produz a forma infixa da expressao? A resposta é nem sempre! Se, sobre a drvore do primeiro
exemplo, fosse executado o caminhamento infixo obter-se-ia a sequéncia A+B*C, que, de fato, ¢ a forma infixa
da expressdo representada. Entretanto, uma drvore bindria que representa uma expressao nio contém parén-
teses, uma vez que a ordem das operacoes ¢ implicita na estrutura da drvore. Assim uma expressao cuja forma
infixa necessita de parénteses para indicar explicitamente a ordem das operagdes nao pode ter sua forma infixa
recuperada por um caminhamento infixo convencional. O caminhamento infixo da drvore do segundo exem-
plo acima resultaria em A+B*C, que nio corresponde a forma infixa da expressio original.

12.3.5 Caminhamento em Largura (ou por Nivel)

Nesse tipo de caminhamento, os nds sao visitados nivel a nivel da drvore. Em cada nivel, os nés sio visitados
da esquerda para a direita. Diferentemente dos demais caminhamentos, o caminhamento por nivel no ¢ ine-
rentemente recursivo, mas sua implementagio, tipicamente, requer uma fila para armazenar os enderecos dos
nés que ainda nao foram visitados em cada nivel (v. Se¢ao 12.4.3). Esse tipo de caminhamento aplicado sobre
a drvore da Figura 12-14 resulta em ABCDEFGHI, como ilustra a Figura 12-20.

i Inicioda
)4 visitacdo

Caminhamento por nivel: ABCDEFGHI

FicurRA 12-20: CAMINHAMENTO POR NiVEL EM ARVORE BINARIA

12.4 Implementacio de Arvores Binarias

Serao apresentadas a seguir algumas func¢oes em C para construcio de drvores bindrias e para caminhamentos
sobre as mesmas. Ponteiros e estruturas serdo utilizados na implementacdo de drvores, pois estes constituem a
forma mais elegante e prética de representar drvores em linguagens que proveem estas facilidades. No entanto,
¢ oportuno frisar que esse ndo o Gnico modo de representacio para drvores (da mesma forma que listas enca-
deadas nao precisam, necessariamente, ser implementadas com ponteiros e estruturas).

12.4.1 Definicao de Tipo

As fungoes apresentadas adiante assumem a existéncia da seguinte defini¢dao dos tipos tNoArvoreBin ¢
tArvoreBin que representam, respectivamente, nds e ponteiros para nds de drvores bindrias:
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typedef struct rotNoArvoreBin {
struct rotNoArvoreBin *esquerda;
tConteudo conteudos
struct rotNoArvoreBin *direita;
} tNoArvoreBin, *tArvoreBin;

Na definicio de tipos acima, tConteudo é um tipo de dado definido anteriormente pelo programador.

12.4.2 Criacao de Nos

A fungao seguinte implementa a operagio de construcio de um né de uma drvore bindria. O pardmetro dessa
fungio ¢ o contetdo efetivo do né e ela retorna o endereco do né criado.

tArvoreBin ConstroiNoArvoreBin(tConteudo item)

{
tArvoreBin no;
no = malloc(sizeof(tNoArvoreBin)); /* Tenta alocar o novo né */
/* Se nao houve alocagao, aborta o programa */
ASSEGURA(no, "Erro: Nao foi possivel alocar no'");
/* Preenche o conteudo do no */
no->conteudo = item;
no->esquerda = NULL; /* Este ndé ainda nao tem filho */
no->direita = NULL;
return no;
}

As fungoes FilhoEsquerdo() e FilhoDireito(), apresentadas a seguir, criam, respectivamente, os filhos da
esquerda e da direita de um né recebido como parimetro.

void FilhoEsquerdo(tNoArvoreBin *pNo, tConteudo +item)
{
/* 0 ponteiro para o né ndo pode ser NULL */
ASSEGURA(pNo, "Erro: Insercao invalida.");

/* 0 n6 ndao deve ter filho a esquerda ainda */
ASSEGURA( !pNo->esquerda, "Erro: Insercao invalida.");

/* Constréi um novo né e faz com que ele seja )]
/* filho a esquerda do né recebido como parametro */
pNo->esquerda = ConstroiNoArvoreBin(item)

}

void FilhoDireito(tNoArvoreBin *pNo, tConteudo 1item)

{

/* 0 ponteiro para o né ndo pode ser NULL */
ASSEGURA(pNo, "Erro: Insercao invalida.");

/* 0 né ndo deve ter filho a direita ainda */
ASSEGURA( !pNo->direita, "Erro: Insercao invalida.");

/* Constré6i um novo né e faz com que ele seja =]
/* filho a direita do né recebido como parametro */
pNo->direita = ConstroiNoArvoreBin(item);

}

As funcoes apresentadas acima fazem uso da macro ASSEGURA() discutida na Se¢ao 7.4.



512 | Capitulo 12 — Arvores

12.4.3 Caminhamentos

Nas fungoes seguintes, sdo implementados (recursivamente) os caminhamentos prefixo, infixo e sufixo. O pa-
rAmetro op utilizado nessas fungdes é um ponteiro para funcio (v. Secao Figura 12-34) definido como:

typedef void (*tOperacao) (tConteudo);

Ponteiros desse tipo representam operagoes a ser efetuadas sobre a informagao (do tipo tConteudo) contida em
cada né da drvore. Por exemplo, se a informagao contida em cada né fosse um string e a operagao requerida no ca-
minhamento fosse exibir na tela as informagdes a funcio puts() da biblioteca padrio de C (#include <stdio.h>)
poderia ser utilizada como respectivo pardmetro real numa chamada a qualquer dessas funcoes.

void CaminhamentoPrefixo(tArvoreBin arvore, tOperacao op)

{
if (arvore) {
op(arvore->conteudo); /* Visita a raiz */
/* Caminha na subarvore da esquerda */
CaminhamentoPrefixo(arvore->esquerda, op);
/* Caminha na subarvore da direita */
CaminhamentoPrefixo(arvore->direita, op);
}
}
void CaminhamentoInfixo(tArvoreBin arvore, tOperacao op)
{
if (arvore) {
CaminhamentoInfixo(arvore->esquerda, op); /* Caminha subarvore esquerda */
op(arvore->conteudo); /* Visita a raiz */
CaminhamentoInfixo(arvore->direita, op); /* Caminha subarvore direita */
}
}
void CaminhamentoSufixo(tArvoreBin arvore, tOperacao op)
{
if (arvore) {
CaminhamentoSufixo(arvore->esquerda, op)3; /* Caminha na subarvore esquerda */
CaminhamentoSufixo(arvore->direita, op); /* Caminha na subarvore direita */
op(arvore->conteudo); /* Visita raiz */
}
}

12.4.4 Altura

O conceito de altura (ou profundidade) foi definido na Se¢ao 12.1. A func¢io AlturaArvoreBin(), apresen-
tada a seguir, calcula e retorna a altura de uma drvore bindria.

int AlturaArvoreBin(tArvoreBin p)

{
int profEsq, profDir;

if (!p) {
return 0;
} else {
/* Calcula a altura da subarvore esquerda */
profEsq = 1 + AlturaArvoreBin(p->esquerda)}
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/* Calcula a altura da subarvore direita */
profDir = 1 + AlturaArvoreBin(p->direita);

/* A altura da arvore é a maior */
return profEsq > profDir ? profEsq : profDir;

}
12.4.5 Semelhanca

Duas 4rvores bindrias sao semelhantes se elas sao ambas vazias ou suas subdrvores esquerdas sio semelhantes e
suas subdrvores direitas sio semelhantes. O conceito de semelhanca entre drvores bindrias nio deve ser confun-
dido com o de equivaléncia (ou igualdade) entre elas. De acordo com a defini¢io, duas drvores bindrias sdo
semelhantes (ou iguais) se elas possuem a mesma estrutura (ou mesmo formato). Por outro lado, duas drvores
bindrias sio equivalentes quando elas sao semelhantes e os respectivos contetidos dos seus nds sio os mesmos.
Por exemplo, as drvores bindrias da Figura 12-21 sao semelhantes, mas elas nao sio equivalentes. Por outro
lado, as drvores da Figura 12-22 nio sio semelhantes nem sio equivalentes.

(A ®

(B © () O,

® ® © O

FicurRA 12-21: Duas ARVORES BINARIAS SEMELHANTES

Ficura 12-22: Duas Arvores BINARIAS NAO SEMELHANTES
A fun¢io SaoSemelhantesArvoresBin(), apresentada a seguir, verifica se duas drvores bindrias sao semelhan-
tes. Ela retorna 1, se as drvores recebidas como parimetros sao semelhantes, ou 0, em caso contrario

int SaoSemelhantesArvoresBin(tArvoreBin arvorel, tArvoreBin arvore2)
{
if (l!arvorel && !arvore2)
return 1;
else if (arvorel && arvore2)
return SaoSemelhantesArvoresBin( arvorel->esquerda, arvore2->esquerda ) &&
SaoSemelhantesArvoresBin( arvorel->direita, arvore2->direita );
else
return 03
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12.4.6 Clonagem

A fungio CopiaArvoreBin(), apresentada a seguir, retorna um ponteiro para uma nova drvore bindria que é
uma cépia da drvore recebida como pardmetro.

tArvoreBin CopiaArvoreBin(tArvoreBin arvore)

{
tArvoreBin copiaj;
if (!arvore) {
return NULL; /* A arvore é vazia e nao ha o que copiar */
} else {
copia = ConstroiNo(arvore->conteudo); /* Cria a raiz da arvore */

/* Chama esta funcdo recursivamente para copiar */

/* os filhos da esquerda e da direita *x/
copia->esquerda = CopiaArvoreBin(arvore->esquerda);
copia->direita = CopiaArvoreBin(arvore->direita);
return copiaj;

}
}

12.4.7 Contagem de Nés

A fungio NumeroDeNosArvoreBin(), apresentada a seguir, calcula o nimero de nés de uma drvore bindria.

int NumeroDeNosArvoreBin(tArvoreBin arvore)

{
if (!arvore)
return 03 /* 0 numero de nés de uma arvore vazia é 0 */
else
/* 0 nimero de nés de uma arvore nao vazia é igual a 1 mais */
/* o nimero de nés de sua subarvore esquerda mais o numero */
/* de nés de sua subarvore direita *x/
return 1 + NumeroDeNosArvoreBin(arvore->esquerda)
+ NumeroDeNosArvoreBin(arvore->direita);
1

12.4.8 Destruicao

A fungio DestroiArvoreBin() apresentada a seguir libera o espaco ocupado por cada né de uma drvore bi-
ndria por meio de um caminhamento em ordem sufixa.

void DestroiArvoreBin(tArvoreBin arvore)

{
if (arvore) {
DestroiArvoreBin(arvore->esquerda); /* Destro6i subarvore esquerda */
DestroiArvoreBin(arvore->direita); /* Destroi subarvore direita */
free(arvore); /* Libera a raiz */
}
1

12.5 Arvores Binarias Baseadas em Caminhamentos

Suponha que a tnica informagio disponivel sobre uma drvore bindria seja um dos seus caminhamentos. Serd
possivel construir a drvore que deu origem a esse caminhamento com base nessa tinica informagao?
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A resposta a questao acima ¢ ndo. Para convencer-se da validade dessa resposta, suponha que se saiba que
BFDAEGC representa o caminhamento infixo de uma drvore bindria. A Figura 12-23 mostra que existem pelo
menos duas drvores que apresentam esse mesmo caminhamento.

Caminhamentos
QInfixo: BFDAEGC
Q Prefixo: ABDFCEG
0 Sufixo: FDBGECA

Caminhamentos
Q Infixo: BFDAEGC
Q Prefixo: ABFDCEG
0O Sufixo: DFBGECA

(b)

FiGura 12-23: Duas ARVOREs BINARIAS com 0 MEsmMo CAMINHAMENTO INFixo

Agora, considere novamente as drvores bindrias representadas na Figura 12-23 e note que elas possuem dife-
rentes caminhamentos prefixo e sufixo. Esse fato sugere que ¢ possivel construir uma drvore bindria levando em
consideracio apenas seus caminhamentos infixo e prefixo ou seus caminhamentos infixo e sufixo. Com efeito,
essa constatagio ¢ verdadeira, mas existe uma ressalva: a drvore em questao nao pode possuir dois ou mais nds
com o mesmo contetido. Para entender a razao para essa restrigio, suponha que uma drvore bindria possua BAA
como caminhamento infixo e BAA como caminhamento prefixo. Nesse exemplo, esses caminhamentos pode-
riam dar origem a duas drvores bindrias distintas, como mostra a Figura 12-24.

(A) (A

(B) ®» @
(a)

®
(b)

Ficura 12-24: Arvores BiNARIAs com os MEsmos CAMINHAMENTOS INFixo E PREFIXO

Para ilustrar o processo de construgao de uma 4rvore a partir de dois caminhamentos, suponha que se tenham
os caminhamentos infixo e prefixo iguais, respectivamente, a BFDAEGC ¢ ABDFCEG. Esses caminhamentos corres-
pondem exatamente aos caminhamentos prefixo e infixo da drvore da Figura 12-23 (a). Portanto a missao neste
exemplo é construir essa drvore a partir desses caminhamentos como se a estrutura da drvore fosse desconhecida.
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O primeiro valor encontrado num caminhamento prefixo é a raiz da drvore da qual esse caminhamento se ori-
gina. Portanto, considerando o caminhamento prefixo em questdo, conclui-se que a raiz da drvore é A. Agora,
localiza-se essa raiz no caminhamento infixo e divide-se esse caminhamento em duas parti¢oes: uma a esquer-
da da raiz e outra a direita da raiz. Essas parti¢oes correspondem aos caminhamentos infixos das subdrvores da
esquerda e da direita da raiz, respectivamente, como mostra a Figura 12-25.

Raiz
Subarvore direita
= BFD EGC
Prefixo (ABDFCEG Infixo(BFDAEGC
— (b)
Subarvore esquerda
(a)

Ficura 12-25: OBTENDO UMA ARVORE BINARIA BASEADA EM CAMINHAMENTOS 1

Neste ponto, o procedimento seguido acima se repete para as subdrvores DFD e ECG, de modo que o resultado
¢ mostrado na Figura 12-26.

Novamente, aplicando o mesmo procedimento para a construgio das subdrvores formadas pelos caminhamen-
tos FD e EG, obtém-se finalmente a tltima expansio de nds, que é mostrada na Figura 12-27.
Raiz Raiz

Prefixo (ABDFCEG Prefixo (ABDFCEG

Infixo Infixo @

Subarvore direita Subarvore esquerda
(a) (9]
(B)
(FD)
(b) (d)

FiGURA 12-26: OBTENDO UMA ARVORE BINARIA BASEADA EM CAMINHAMENTOS 2

Raiz Raiz

Preix Preix

Infixo Infixo @

Subarvore esquerda Subarvore direita
(a) ()

(b) (d)

FiGURA 12-27: OBTENDO UMA ARVORE BINARIA BASEADA EM CAMINHAMENTOS 3
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Observando-se o exemplo acima, pode-se obter insight para implementar uma fun¢io que construa uma drvore
baseada em seus caminhamentos prefixo e infixo.

A funcio ReconstroiArvoreBin() apresentada a seguir reconstréi uma arvore bindria a partir de seus cami-
nhamentos prefixo e infixo de acordo com o raciocinio discutido acima. Essa fun¢io retorna o endereco da raiz
da drvore reconstruida e seus pardmetros sio:

B prefixo[] (entrada) — array que armazena o caminhamento preﬁxo
B infixo[] (entrada) — array que armazena o caminhamento infixo

B infInfixo (entrada) — indice inferior do array infixo[]

B supInfixo (entrada) — indice superior do array infixo(]

B *proximoNo (entrada e saida) — o préximo né a ser levado em considera¢io no caminhamento prefixo

tArvoreBin ReconstroiArvoreBin( const tConteudo prefixo[], const tConteudo infixo[],
int infInfixo, int supInfixo, int *proximoNo )
{
tNoArvoreBin *noj; /* Ponteiro para um novo né */
int indiceNoj; /* Indice de um né no array que */
/* contém o caminhamento infixo */

/* Se o indice inferior do array 1infixo[] for maior do */

/* que o seu 1indice superior, ndao ha mais o que fazer */
if(infInfixo > supInfixo)

return NULL;

/* Obtém o contelido do né corrente no caminhamento prefixo e constréi um novo né */
no = ConstroiNo(prefixo[*proximoNo]);

(*proximoNo)++3; /* Passa para o proximo né no caminhamento prefixo */

/* Se existir apenas um né no caminhamento infixo, esse */

/* n6é nao possui filhos e ndo ha mais nada o que fazer */
if(infInfixo == supInfixo)

return noj;

/* Obtém o indice do n6é corrente no caminhamento infixo */
indiceNo = IndiceElemento( no->conteudo, infixo, infInfixo, supInfixo );

/*Constréi a subarvore esquerda deste né */
no->esquerda = ReconstroiArvoreBin( prefixo,infixo,infInfixo,
indiceNo - 1,proximoNo );

/*Constroi a subarvore direita deste no */
no->direita = ReconstroiArvoreBin( prefixo, infixo,indiceNo + 1,
supInfixo, proximoNo );
return noj /* Servico completo */

}

A fungio ReconstroiArvoreBin() chama a fungio IndiceElemento() para encontrar o indice de um né
no caminhamento infixo. Essa funcio ¢ definida como:

int IndiceElemento( tConteudo valor, const tConteudo ar[], int inf, int sup )
{
/* Procura o elemento no array */
for (int i = inf; i <= sup; ++1)
if (ar[i] == valor)
return i3; /* Encontrado */

return -1; /* Elemento nao foi encontrado */
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E importante observar que a fun¢io ReconstroiArvoreBin() nio efetua nenhuma verificago para determi-
nar se os caminhamentos recebidos como parimetros realmente correspondem a caminhamentos vélidos sobre
uma mesma drvore bindria. Portanto, se esse nio for o caso, o resultado serd imprevisivel.

12.6 Arvores Binarias Costuradas

Podem-se construir fungoes iterativas (i.e., ndo recursivas) mais eficientes para os caminhamentos vistos ante-
riormente. Por exemplo, uma fungio iterativa para executar o caminhamento infixo numa drvore bindria pode
ser escrita como a fungao CaminhamentoInfixo2() apresentada adiante. Nessa fun¢io, supde-se a existéncia
do tipo tPilha e das fun¢oes Empilha(), Desempilha(), CriaPilha() e PilhaVazia() que implementam
uma pilha cujos elementos sio do tipo tArvoreBin.

void CaminhamentoInfixo2(tArvoreBin arvore, tOperacao op)

{
tPilha pilha;
tArvoreBin pArvore;
CriaPilha(&pilha);
pArvore = arvore;
do {
/* Desce até o né mais a esquerda da arvore */
/* e empilha os nés encontrados no caminho */
while (pArvore) {
Empilha(pArvore, &pilha);
pArvore = pArvore->esquerda;
1
/* Se a pilha nao estiver vazia, desempilha um né, */
/* visita-o e caminha em sua subarvore direita *x/
if (!PilhavVazia(pilha)) {
pArvore = Desempilha(&pilha);
op(pArvore->conteudo) ;
pArvore = pArvore->direita;
1
} while (!PilhaVazia(pilha) || pArvore);
1

Existe uma maneira ainda mais eficiente do que a precedente para implementar-se o caminhamento infixo.
Examinando-se a func¢io anterior, percebe-se que a pilha é desempilhada quando pArvore ¢ igual a NULL.
Isto pode acontecer em duas situagoes. Uma situacio é aquela em que se sai da instrucio while ap6s esta ter
sido executada uma ou mais vezes. Isto significa que se caminhou para baixo e 2 esquerda até que se atingiu um
ponteiro NULL, empilhando-se cada né & medida que se passava por ele. Assim o elemento do topo da pilha
¢ o valor de pArvore antes de ele tornar-se NULL. Se um ponteiro auxiliar q for mantido num nivel acima de
pArvore, o valor de q pode ser utilizado diretamente e o valor de pArvore nio precisa ser empilhado. A outra
situagdo na qual pArvore é NULL ¢ quando a instrugao while nio é executada. Isto ocorre apds ser atingido
um ndé com uma subdrvore direita vazia; i.e., apds a execugio da instrugio pArvore = pArvore->direitac
o retorno ao inicio do lago do-while. Neste ponto, ter-se-ia perdido a ordem de caminhamento se nio fosse o
fato de 0 nd, em cuja subdrvore esquerda foi feito o caminhamento justamente anterior, estar no topo da pilha.

Entao, suponha que, em vez de um ponteiro igual a NULL, um né com subdrvore direita vazia possuisse um
ponteiro para o né que deveria estar no topo da pilha neste ponto da fun¢io. Entao nio haveria mais neces-

sidade da pilha, pois o né apontaria diretamente para seu sucessor no caminhamento infixo. Tal ponteiro ¢
denominado costura e deve ser diferenciado de um ponteiro normal da 4rvore, utilizado para ligar um né as
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suas subdrvores esquerda e direita. A Figura 12-28 mostra uma drvore com costuras (linhas pontilhadas), con-
forme aqui descrito.

Ficura 12-28: Arvore BINARIA COSTURADA EM ORDEM INFIXA A DIREITA

Observe que 0 n6 mais a direita na Figura 12-28 tem seu ponteiro direito igual a NULL, uma vez que ele
nio possui nenhum sucessor infixo. Arvores com costuras conforme descritas aqui sio denominadas 4rvores
costuradas em ordem infixa a direita. Uma drvore bindria costurada em ordem infixa a esquerda também
pode ser similarmente definida como sendo aquela na qual cada ponteiro esquerdo igual a NULL ¢ alterado
para conter uma costura para seu antecessor no caminhamento infixo. Pode-se ainda ter uma drvore bindria
que seja simultaneamente costurada em ordem infixa a esquerda e a direita. Neste dltimo caso, diz-se que a 4r-
vore ¢ costurada em ordem infixa. As drvores costuradas em ordem infixa & esquerda nio resultam em tantas
vantagens quanto as costuradas a direita e, por isso, nao serdo consideradas aqui.

Para a implementagio de drvores bindrias costuradas ordem infixa a direita e para as funcoes seguintes, sao su-
postas as seguintes defini¢oes:

typedef enum {SIM, NAO} tCostura;

typedef struct rotNoArvoreCost {
struct rotNoArvoreCost *esquerda;

tConteudo conteudo}
struct rotNoArvoreCost *direita;
tCostura costuraj

} tNoArvoreCost, *tArvoreCost;

A funcido ConstroiNoArvoreCost() vista na Segao 12.4 para drvores bindrias nio costuradas precisa ser le-
vemente alterada para o caso de drvores costuradas, como mostrado a seguir:

tArvoreCost ConstroiNoArvoreCost(tConteudo -item)

{
tNoArvoreCost *pNoj
pNo = malloc(sizeof(tNoArvoreCost));
ASSEGURA(pNo, "Erro: Nao foi possivel alocar no'");
pNo->conteudo = -+item;
pNo->esquerda = NULL;
pNo->direita = NULL;
return pNo;
}

As fungbes FilhoEsquerdoCost() e FilhoDireitoCost() sio também modificadas com relagio aquelas
vistas na Se¢ao 12.4, conforme mostrado a seguir.
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void FilhoEsquerdoCost(tNoArvoreCost *pNo, tConteudo +item)

{
tArvoreCost q;
/* 0 ponteiro para o n6é ndo pode ser NULL */
ASSEGURA(pNo, "Erro: Insercao invalida.");
/* 0 n6 ndo deve ter filho a esquerda ainda */
ASSEGURA( ! pNo->esquerda, "Erro: Insercao invalida.");
/* Cria o filho da esquerda do né p e faz q apontar para ele */
q = pNo->esquerda = ConstroiNoArvoreCost(item);
/* 0 filho da direita do novo né contera uma costura para seu pai */
q->costura = SIM;
gq->direita = pNo;
}
void FilhoDireitoCost(tNoArvoreCost *pNo, tConteudo 1item)
{
tArvoreCost q, r;
/* 0 ponteiro para o n6é ndo pode ser NULL */
ASSEGURA(pNo, "Erro: Insercao invalida.");
/* 0 né ndo deve ter filho a direita */
ASSEGURA(!pNo->direita || pNo->costura == SIM, "Erro: Insercao direita invalida");
/* Constréi um novo né e faz q apontar para ele */
q = ConstroiNoArvoreCost(item);
r = pNo->direita; /* Guarda o sucessor em ordem infixa de p */
pNo->direita = q; /* Torna o novo né filho a direita de p */
/* 0 ponteiro direito de p aponta para o */
/* novo né e, portanto, ndo é uma costura */
pNo->costura = NAO;
/* Se o sucessor em ordem infixa de p ndo */
/* for NULL, o novo né contera uma costura */
q->costura = r 2 SIM : NAO;
/* 0 ponteiro direito do novo né apontara para */
/* o sucessor em ordem +infixa de seu pai */
g->direita = r;
}

A fun¢io CaminhamentoInfixoCost() a seguir implementa o caminhamento infixo para uma drvore costura-
da ordem infixa a direita.

void CaminhamentoInfixoCost(tArvoreCost arvore, tOperacao op)

{
tArvoreCost p,q;

p = arvore;

do {
q = NULL;
while (p) {

1
q P3
p p->esquerda;
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if (q) {

op(q->conteudo)

p = g->direita;

while (q->costura == SIM) {
op(p->conteudo)
q = p;3
p = q->direita;

}

}
} while (q);

}

Se as implementacoes das fun¢oes CaminhamentoPrefixo() e CaminhamentoSufixo () apresentadas na Se¢ao
12.4.3 forem desejadas para o tipo de drvore costurada implementada aqui, deve-se tomar o cuidado de nao
seguir as costuras como se estas fossem ramificagoes normais. Isto ¢, as fungées correspondentes para drvores
costuradas em ordem infixa devem ser implementadas como:

void CaminhamentoPrefixoCost(tArvoreCost arvore, tOperacao op)

{
if (arvore) {
op(arvore->conteudo); /* Visita a raiz */
/* Caminha na subarvore da esquerda */
CaminhamentoPrefixoCost(arvore->esquerda, op);
/* Caminha na subarvore da direita, se o */
/* ponteiro direto ndo for uma costura *x/
if (arvore->costura == NAO)
CaminhamentoPrefixoCost(arvore->direita, op);
}
}
void CaminhamentoSufixoCost(tArvoreCost arvore, tOperacao op)
{
if (arvore) {
/* Caminha na subarvore esquerda */
CaminhamentoSufixoCost(arvore->esquerda, op);
/* Caminha na subarvore direita se o *x/
/* ponteiro a direita ndo for uma costura */
if (arvore->costura == NAO)
CaminhamentoSufixoCost(arvore->direita, op);
op(arvore->conteudo); /* Visita raiz */
}
}

Outros tipos de costuras para os caminhamentos prefixo e sufixo podem ser definidos de modo similar ao que
foi visto aqui e espera-se que com o conhecimento adquirido nesta se¢io o leitor seja capaz de implementi-los.

12.7 Conversées de Arvores Ordinarias e Florestas em Arvores
Binarias
Esta se¢ao mostra que qualquer drvore ordindria pode ser representada como uma drvore bindria. Esse fato tem

implicagoes importantes para a implementacio de drvores ordindrias. Com efeito, a implementagao de drvores,
cujos nds podem ter seus graus variando muito de um né para outro, ¢ efetuada utilizando-se nés de tamanhos



522 | Capitulo 12 — Arvores

varidveis ou utilizando-se nés de tamanhos fixos que contém um nimero de campos de ponteiros igual ao grau
da drvore (i.e., igual ao maior grau dentre todos os nés da drvore). Essa tltima forma de implementagao dos
n6s de uma drvore gera um desperdicio muito grande de meméria, conforme serd visto em seguida.

Suponha uma 4rvore de grau k com 7 nés de tamanho fixo, como o né da Figura 12-29.

Conteudo
Filho 1|Filho 2| eee Filho k

Ficura 12-29: No pe Arvore ORDINARIA DE GRAU K

Uma vez que cada ponteiro nio nulo aponta para um né e exatamente um ponteiro aponta para cada um dos
n6s (exceto para a raiz), o nimero de ramificagdes nao nulas numa drvore com 7 nés é exatamente 7 — /. Como
o nimero total de campos de ponteiros numa 4rvore de grau k é nk, o nimero de ponteiros nulos na drvore ¢

dado por:nk—(m—1) =n(k—1) + 1.

Uma consequéncia disso ¢ que uma drvore de grau 3, por exemplo, possui mais de 2/3 (2/3 + n/3, exatamente)
de seus campos de ramificagoes nulos. A propor¢io de ramificagdes nulas aproxima-se de / quando o grau da
drvore cresce. A vantagem de representarem-se drvores ordindrias por drvores bindrias é que, nesse tltimo caso,
apenas cerca de metade das ramificagoes ¢ nula.

Considere a drvore da Figura 12-30. Em qualquer 4rvore ordindria, cada né tem no méximo um filho na
extrema esquerda e no méximo um irmao mais préximo 2 direita. Na drvore da Figura 12-30, o filho mais a
esquerda do né B ¢ E e seu irmao mais préximo a direita é o n6 €. No método de transformacio a ser adotado,
cada né da drvore bindria terd como filho a esquerda o filho mais a esquerda do né correspondente na drvore
ordindria que ela representa, e como filho a direita o irmao mais préximo a direita do né correspondente na 4r-
vore original. Uma vez que, numa drvore ordindria, a ordem dos filhos nao é importante, qualquer filho de um
né poder ser seu filho mais a esquerda e qualquer de seus irmaos poder ser seu irmao mais préximo a direita.
Apenas por uma questio de sistematizagio, os nds sao escolhidos da forma em que eles sio desenhados na drvore.

® 0 © O

Ficura 12-30: Arvore ORDINARIA DE GRAU 3

Uma forma prética e totalmente equivalente ao que foi descrito acima de obter a representagio de uma drvore
ordindria por drvore bindria ¢ unir todos os irmaos de um né e remover todos os ponteiros de um né para seus
filhos, exceto aquele que o une a seu filho mais a esquerda. Utilizando esse artificio para a drvore da Figura
12-30 obtém-se a drvore bindria mostrada na Figura 12-31 (a). Essa figura pode nio parecer muito com uma
drvore bindria, mas se as ramificagées horizontais nessa figura forem giradas no sentido hordrio obtém-se a 4r-

vore da Figura 12-31 (b).
A Figura 12-32 apresenta dois outros exemplos de transformagio de drvores ordindrias em drvores bindrias.

Note que as raizes das drvores bindrias resultantes nao possuem filhos a direita. Isto se deve ao fato de a raiz da
drvore transformada nio possuir nenhum irmao. Esse fato pode ser utilizado para transformarem-se florestas
numa Unica drvore bindria. Para tal, transforma-se inicialmente cada 4drvore da floresta em arvore bindria e,
depois, essas drvores bindrias sio unidas por meio dos ponteiros direitos dos nés-raizes. Utilizando-se esse mé-
todo, a floresta da Figura 12-33 (a) resulta na drvore bindria Figura 12-33 (b).
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(b)

Ficura 12-31: ARvORe ORDINARIA DE GRAU 3 TRANSFORMADA EM ARVORE BINARIA

® ®

(a) >
® ®

Arvore ordinaria Arvore binaria

® ®
(b) -
® © ®

Arvore ordinaria

Arvore binaria
FiGura 12-32: TRANSFORMACOES DE ARVORES ORDINARIAS EM ARVORES BINARIAS

0 0
i—>
® © © (B) (E)
(a)
© ®E©
® ®
@
(b)

Ficura 12-33: TRANSFORMACAO DE FLORESTA EM ARVORE BINARIA

523
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12.8 Exemplos de Programacao

12.8.1 Problema das Oito Moedas

Preambulo: Uma aplicagao prética de 4drvores é no processo de tomada de decisio. Considere o problema
conhecido como Problema das Oito Moedas. Dadas as moedas 4, B, C, D, E, F, G ¢ H, sabe-
-se que uma delas ¢ falsa e tem um peso diferente das demais. O objetivo é determinar qual das
moedas ¢ falsa utilizando uma balanca de bragos iguais. Deseja-se fazer isso utilizando o menor
nimero de comparagoes e, a0 mesmo tempo, determinando se a moeda falsa é mais pesada ou
mais leve que as demais. A drvore da Figura 12—34 representa um conjunto de decisoes por meio
das quais se pode obter a resposta do problema. Por isso, tal 4rvore ¢ denominada de drvore de
decisao. Uma letra P ou L numa folha da drvore da Figura 12-34 indica que a moeda represen-
tada na respectiva folha ¢ falsa e é mais pesada (P) ou mais leve (L) do que as demais.

G+B+C?D+E+FJ

Ficura 12-34: Arvore be Decisio po ProBLEMA DAs OiTo MoEDAS

Observe quese 4 + B+ C <D + E + F, entdo se sabe que a moeda falsa estd presente entre essas
seis moedas e nem é G nem H. Suponha que, na préxima medida, encontra-se que 4 + D < B + E,
e depois, trocando-se B por D, nao se obtém nenhuma mudanca na desigualdade. Isto significa
duas coisas: (1) que nem C nem F ¢ falsa e (2) que nem B nem D ¢é falsa. Se 4 + D fosse igual
a B + E, entdo ou C ou F seria a moeda falsa. Sabendo neste ponto que 4 ou E ¢é a moeda falsa,
compara-se 4 com uma moeda boa, por exemplo, B. Se 4 for igual a B, entdo E é mais pesada;
caso contrdrio, 4 deve ser mais leve do que as demais moedas.

Observando-se atentamente a drvore da Figura 12-34, vé-se que todas as possibilidades sao co-
bertas, uma vez que hd oito moedas que podem ser mais leves ou mais pesadas e hd dezesseis nds
terminais. Cada caminho da raiz até uma folha requer exatamente trés comparagdes. Visualizar
esse problema como uma drvore de decisao ¢ muito ttil, mas ela nao resulta imediatamente num
algoritmo. Para resolver o problema das oito moedas utilizando um programa, deve-se codificar
uma série de testes que espelhem a estrutura da drvore.

Problema: Escreva um programa em C que reflita a solugio do problema das oito moedas de acordo com a
drvore de decisao da Figura 12-34.

Solugao: O programa que resolve o problema proposto usa as seguintes defini¢oes de constante simbdlica e

de tipo:
#define NUM_MOEDAS 8 /* Numero de moedas */
typedef enum {A, B, C, D, E, F, G, H} tMoeda;

A fungao main() a seguir resolve o problema das oito moedas.
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int main(void)

{
int pesos[NUM_MOEDAS] 3
tMoeda M;
printf("Problema das Oito Moedas\n");
pr'intf(":::::::: === ==== ======\n");
for (M = A M <= Hj; ++M) {
printf("\nPeso da moeda %c: ", 'A' + M);
pesos[M] = LeNaturalPositivo();
}
if (pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] == pesos[D] + pesos[E] + pesos[F])
if (pesos[G] > pesos[H])
Compara(G, H, A, pesos);
else
Compara(H, G, A, pesos);
else if ( pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] > pesos[D] + pesos[E] + pesos[F] )
if (pesos[A] + pesos[D] == pesos[B] + pesos[E])
Compara(C, F, A, pesos);
else if (pesos[A] + pesos[D] > pesos[B] + pesos[E])
Compara(A, E, B, pesos);
else
Compara(B, D, A, pesos);
else if ( pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] < pesos[D] + pesos[E] + pesos[F] )
if (pesos[A] + pesos[D] == pesos[B] + pesos[E])
Compara(F, C, A, pesos);
else if (pesos[A] + pesos[D] > pesos[B] + pesos[E])
Compara(D, B, A, pesos);
else
Compara(E, A, B, pesos);
return 03
}

A fungio Compara(), chamada pela funcio main() e apresentada a seguir, ¢ utilizada para executar a tltima
comparagio de um caminho da raiz até uma folha da 4drvore da Figura 12-34. Os parAmetros dessa fungio
devem ser interpretados da seguinte maneira:

B x (entrada) — moeda a ser comparada

B vy (entrada) — uma moeda

Bz (entrada) — moeda padrao

B p[] (entrada) — array contendo os pesos das moedas

void Compara(tMoeda x, tMoeda y, tMoeda z, const +int p[])

{
if (p[x]1 > plz])
printf("\n>>> A moeda %c e' a mais pesada", 'A' + Xx);
else
printf("\n>>> A moeda %c e' a mais leve", 'A' + y);
}

12.8.2 Codificacao de Huffman

Preambulo: A codificagio de Huffman consiste numa técnica bastante utilizada para reduzir o espago de ar-
mazenamento. Descrita formalmente, essa técnica parece complicada, mas sua utilizagao pratica é
bem simples, apesar de engenhosa. Para entender o funcionamento da codificagao de Huffman e
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sua importancia pratica, suponha que vocé tem um string que deseja, por alguma razao, armaze-
nar no menor espaco possivel em meméria. Considere, a titulo de ilustracio, que esse string seja
"bola". Obviamente, do ponto de vista pragmdtico, nao hd razio para vocé desperdigar tempo
imaginando uma maneira para reduzir o espaco de armazenamento para um string que ocupa
t30 pouco espago, mas o raciocinio a ser seguido adiante se aplica também a strings de tamanho
arbitrério. Por exemplo, um arquivo de texto com, digamos, 100 GB pode ser considerado como
apenas um gigantesco string.

Para armazenar o string "bola" usando C ou muitas ouras linguagens de programacio sao
necessdrios cinco bytes, visto que cada caractere é armazenado em um byte e deve-se levar em
consideracio o caractere terminal, como mostra a Tabela 12—1. Por outro lado, utilizando a co-
dificagio de Huffman, esse string pode ser armazenado utilizando-se apenas dois bytes, como
mostra a Tabela 12-2.

'b' 8
ok 8
1L 8
'a' 8

TABELA 12-1: EspAco NECESSARIO PARA ARMAZENAR UM STRING EM C

CARACTERE Bits NECESSARIOS
3

lbl
lol

2
I 3
1

1 a 1
L: 2 BYTES

TABELA 12-2: Espaco NECESSARIO PARA ARMAZENAR UM STRING NA CopIFicAGAo DE HUFFMAN

A codificagao de Huffman ¢ o principio mais bdsico de compressao de arquivos. Essa codificagio
atribui cédigos (i.e., sequéncias de bits) de tamanhos variados a caracteres. Ou seja, o tamanho
do cédigo depende da frequéncia de cada caractere: quanto maior a frequéncia, menor ¢ o c6di-
go. Esses c6digos sio considerados livres de prefixo, pois o cddigo atribuido a um caractere nao
¢ um prefixo do cddigo de outro caractere. Por exemplo, suponha quea = 00,5 =01, c=0e¢
d = 1, entdo c ¢ prefixo de a e b; logo 0001 pode ser interpretado como cced, ccb, acd ou ab.
Consequentemente, se @ = (), nenhuma outra codificagao pode comecar com 0. Portanto os c4-
digos desse exemplo nio sio livres de prefixo.

A Tabela 12-3 mostra frequéncias hipotéticas de uso de caracteres presentes no string "bola",
enquanto a Tabela 12—4 mostra os c4digos (sequéncias de bits) obtidos por meio da codificagao
de Huffman quando essas frequéncias sao utilizadas[1].

[1] Essaassociacdo entre letras e frequéncias foi obtida por meio da contagem de ocorréncias de letras numa lista de palavras gentilmente ce-
dida por Valdir Jorge, analista de sistemas e programador na Universidade Concérdia, em Montreal, a quem o autor deste livro penhoradamente
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CARACTERE FREQUENCIA (%)

'b' 1.54
'o! 10.24
" 4.03
'a' 14.26

TaBeLA 12-3: FrequenciA DE Uso be CARACTERES DO STRING "bola"

CARACTERE Cobiricacio ASCII CobiFicacAo DE HUFFMAN
'b' 01100010 100
ok 01101111 11
' 01101100 101
'a' 01100001 0

TABELA 12-4: SequeNciAs DE Bits NAs CopiFicacoes ASCII e be HUFFMAN

A codifica¢io de Huffman ¢é representada por uma drvore estritamente bindria e o algoritmo na
Figura 12-35 mostra como essa drvore ¢ obtida:

ArLcoriTMO CobpIFIcACGAODEHUFFMAN
EnTRADA: Um string
SaipA: Uma drvore bindria de codificagao do string usando a codificagio de Huffman
1. Crie nos folhas, cada um dos quais contendo um caractere e sua frequéncia
2. Insira os nés numa lista em ordem crescente de frequéncia

3. Remova os dois primeiros nés que, como a lista é ordenada em ordem crescente
de frequéncia, possuem as menores frequéncias

4. Crie um né cuja frequéncia seja a soma das frequéncias dos nds removidos

5. Insira 0 novo né na mesma lista em ordem crescente de frequéncia

6. Repita os passos de 3 a 5 até que a lista esteja vazia

Ficura 12-35: ALcoritmo DE CopiFicAcAo DE HUFFMAN

No algoritmo da Figura 12-35, o tltimo né removido da lista ¢ a raiz da drvore de codificagio.

Se o nimero de caracteres codificados for igual a n, a drvore de codificagio conterd n folhas e
n — I nés internos.

Na andlise de custos do algoritmo de Huffman, o tamanho da entrada, tipicamente referido como
n, é o numero de simbolos codificados, que tipicamente é muito pequeno comparado com o
tamanho dos strings a serem codificados. Por isso, na prdtica, essa andlise raramente é importante,
pois, como foi visto no Capitulo 6, ela refere-se a0 comportamento de um algoritmo quando 7
se torna muito grande, o que, aqui, raramente ¢ o caso.

Problema: Escreva um programa que I¢ strings contendo apenas letras introduzidos pelo usudrio e apresenta
na tela as sequéncias de bits associados as letras dos strings, sendo essas sequéncias de bits por meio
do algoritmo de codificagio de Huffman. [NB: O problema nao solicita que o programa produza

agradece a gentileza. Essa lista de palavras e o programa que calcula as referidas frequéncias podem ser encontrados no site do livro. Mas, é
imperativo notar que ndo se pretende que essas frequéncias tenham qualquer precisdo. Na pratica, essas frequéncias dependem do contexto
da codificacdo e devem ser determinadas experimentalmente.
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as sequéncias de bits em si, que podem ser obtidas utilizando-se técnicas de programacio de baixo
nivel, que estd além do escopo deste livro.]

Solucao:

NB: Implementagoes mais eficientes do algoritmo de Huffman usam filas de prioridade, que serdo estudadas
no Volume 2, para armazenar os nds ordenados por frequéncia, como requer o algoritmo delineado aci-
ma. Mas, conforme foi discutido no final do preAimbulo, a eficiéncia assim obtida pode ser interpretada
como excesso de preciosismo, de modo que aqui serd utilizada uma lista simplesmente encadeada orde-
nada com o mesmo propdsito.

A implementagao do algoritmo de Huffman requer o uso de duas estruturas de dados:
B Arvore de codificagio que é uma drvore bindria da qual se obtém as sequéncias de bits almejadas.

B Lista encadeada que armazena os nés da drvore de codificagio em ordem crescente de frequéncia. Ou
seja, os nés da drvore que armazenam as menores frequéncias se encontram no inicio da lista. No co-
mego da execugio do algoritmo, essa lista contém todas as folhas da drvore (e apenas elas), que sao os
nds que armazenam os caracteres a ser codificados. Apds a execugio do Ultimo passo do algoritmo,
essa lista deverd estar vazia.

As estruturas de dados descritas acima, requerem o uso de dois tipos de nés. O primeiro deles usa as definicoes
de tipo a seguir:

/* Tipo do campo de informacao dos nés da arvore de codificagdo */
typedef struct {
char letras
double frequenciaj
} tLetraFreq;

/* Tipo de cada né e tipo de ponteiro para né da arvore de codificagao */
typedef struct rotNoArvoreHuff {
tLetraFreq letraFreq;
struct rotNoArvoreHuff *filhoEsquerdo;
struct rotNoArvoreHuff *filhoDireito;
} tNoArvoreHuff, *tArvoreHuff;

A primeira definicio de tipo acima refere-se a estruturas contendo dois campos: o primeiro campo armazena
uma letra e o segundo campo armazena a frequéncia associada a respectiva letra.

O segundo tipo necessdrio para o programa ¢ aquele utilizado para definir nés da lista encadeada mencionada
acima e usa a seguinte defini¢io de tipo:

/* Tipo de ndé e tipo de ponteiro para noé da lista encadeada que */

/* armazena os nés da arvore de codificacdo temporariamente *x/
typedef struct rotNoLSE {
tNoArvoreHuff conteudo}

struct rotNoLSE *proximo;
} tNoListaSE, *tListaSE;

A Figura 12-36 mostra esquematicamente como so as estruturas dos tipos tNoArvoreHuff ¢ tNoListaSE.

Letra N6 da arvore
; —— ]
Fl.lh(') 1 <-filho I Pont’el.ro para
direito A esquerdo 0 proximo no
Freq'uéncia
(a) N6 da Arvore (b) No da Lista

Ficura 12-36: No pe Arvore E N6 pe Lista Usapos em CopiFicAcAo DE HUFFMAN



12.8 Exemplos de Programacao | 529

O primeiro passo do algoritmo consiste em criar a assinalada lista encadeada ordenada, que, inicialmente, con-
tém apenas as folhas da drvore de codificacio.

Suponha, por exemplo, que as letras a serem codificadas sao aquelas que constituem o string "bola". Entao,
utilizando as frequéncias apresentadas na Tabela 12-3, a execugao do primeiro passo do algoritmo deve resul-
tar na lista encadeada ilustrada na Figura 12-37.

VN NN NN NN N

1.54 4.03 10.24 14.26

Ficura 12-37: ComposicAo INIcIAL DA LisTA NA CopIFicAcAo DE HUFFMAN

A fungio CriaListaSEOrd() apresentada a seguir implementa o primeiro passo do algoritmo de Huffman.
Essa fun¢ao cria uma lista contendo nés de uma drvore que armazenam caracteres e suas respectivas frequéncias.
Seu tnico pardmetro ¢ um string contendo os caracteres que serdo armazenados com suas respectivas frequén-
cias. Essa funcio retorna o endereco da lista criada.

tListaSE CrialListaSEOrd(char *string)

{
tListaSE aLista; /* A lista que sera criada */
tNoListaSE *ptrNovoNo; /* Apontara para o novo né alocado */
char *p = string; /* Ponteiro usado para acessar as letras 2/
int guardaCaractere; /* Armazena um caractere */

aLista = NULL; /* A lista deve ser iniciada com NULL */

/* Acessa caracteres no string, determina sua frequéncia, cria */
/* uma folha da arvore com esse conteldo e armazena-a na lista */
while (*p) {
/* Verifica se a letra para a qual p aponta ja foi levada em consideragao */

guardaCaractere = *p; /* Guarda o caractere para o qual p aponta */
*p = '\0'3 /* Termina temporariamente o string */

/* Verifica se o caractere é encontrado na porgao 2/

/* do string que antecede o local para onde p aponta */
if (strchr(string, guardaCaractere)) {

/* Este caractere ja foi acrescentado a lista */

*p = guardaCaractere; /* Restaura o string */
++p3 /* Passa para o proximo caractere */

continue; /* Salta o restante do lago */

}
*p = guardaCaractere; /* Restaura o string */

/* Tenta alocar um novo né. Se nao for possivel, aborta o programa. */
ASSEGURA( ptrNovoNo = malloc(sizeof(tNoListaSE)),
"Nao foi possivel alocar no da lista" );

/* Armazena a letra corrente e sua frequéncia no novo né */
ptrNovoNo->conteudo.letraFreq.letra = *p;
ptrNovoNo->conteudo.letraFreq.frequencia = FrequenciasDelLetras(*p);

/* Quando FrequenciasDelLetras() retorna um valor negativo, o caracter 2/
/* nao possui frequéncia especificada. Nesse caso, o programa é abortado */
ASSEGURA( ptrNovoNo->conteudo.letraFreq.frequencia >= 0,

"Encontrado caractere sem frequencia" );
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/* Inicialmente, a lista s6 contém folhas da arvore */
ptrNovoNo->conteudo.filhoEsquerdo = NULL;
ptrNovoNo->conteudo.filhoDireito = NULL;

InsereEmOrdemListaSE (&aLista, ptrNovoNo); /* Insere o né na lista */

p++3 /* Avanca para o proximo caractere */

}

return aListaj /* Retorna o endereco 1inicial da lista */
}
A fungio CrialistaSEOrd() ¢ repleta de comentdrios que facilitam seu entendimento, mas as seguintes ob-
servagoes adicionais se fazem necessdrias:

B A fungdo examina cada caractere no string a ser codificado e acrescenta-o na lista levando em conside-
ragio que um mesmo caractere nao pode ser incluido mais de uma vez. Em caso contrério, existiriam
duas sequéncias de bits diferentes associadas a um mesmo caractere, o que é um disparate. Por exem-
plo, se o string a ser codificado fosse "banana" ¢ essa precaugio nio fosse tomada, cada caractere 'a’
teria uma codificacdo diferente.

B A frequéncia de cada letra é obtida por meio de uma chamada da fun¢io FrequenciasDeletras().

B A fun¢do CrialistaSEOrd() chama InsereEmOrdemListaSE() para inserir cada né criado em or-
dem crescente de frequéncia. Essa tltima funcio ¢ similar a fungdo InsereEmOrdemLSE () apresen-
tada na Se¢ao 10.3.2.

Antes que lhe seja apresentada a fungio que implementa os passos seguintes do algoritmo de codificagao de
Huffman, ¢ importante que vocé realmente entenda o que serd feito. Para facilitar o entendimento, suponha
novamente que o string a ser codificado é "bola". Apds a execugdo da funcio CriaListaSEOrd(), a lista en-
cadeada apresentada na Figura 12-37 ¢ criada. Entéo, os dois primeiros nés dessa lista sao removidos e, utili-
zando os seus contetidos, é criado um né da drvore de codificagdo, de modo que a frequéncia armazenada nesse
novo no seja a soma das frequéncias armazenadas nos nés removidos. A Figura 12-38 ilustra a criacio desse no.
Note que a interrogacio que aparece nesse novo né indica que seu campo letra nio foi alterado e, portanto, ¢
indefinido. De fato, alterar o valor desse campo nio tem nenhuma importéncia, jd que ele jamais serd utilizado.

5..57
Th! " 19! PY]
\ 1.54 \ \ 4.03 \ \ 10.24 NEigh 14.26 A
(a) Novo Né da Arvore (b) Estado atual da lista

Ficura 12-38: Criacio po PriMEIRO N6 DA ArRvore NA CopiFicAcAo DE HUFFMAN

Prosseguindo com o exemplo de codificagao do string "bola", apds a criagio do né da drvore ilustrada na Figura
12-38, insere-se esse n6 como contetido de um novo né da lista encadeada, como mostra a Figura 12-39.
Como sempre, o novo né da lista encadeada ¢é inserido em ordem de frequéncia crescente.

5.‘57 \ 10-024 \ \ 14.a26 \ \
Th' "
\ 1.54 \ \ 4.03 \

Ficura 12-39: ListA APGs INsErcAO DO PrRIMEIRO N6 CriADO NA CopiFicAcAo DE HUFFMAN
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Continuando com a codificacio do string "bola", novamente, os dois nés com menor frequéncia sao removi-
dos da lista e seus contetidos dao origem a mais um né da drvore de codificagio, como mostra a Figura 12—40.
Entio, o contetido desse novo né é usado para construir um novo né da lista que, em seguida, ¢ inserido em
ordem nessa lista (v. Figura 12—41).

15:8
? Io'
5.57 \ 10.24 \
lb' I'LI lal
\ 1.54 \ \ 4.03 \ \ 14 .26 \ \
(a) Novo N6 da Arvore (b) Estado atual da lista
Ficura 12-40: CriacAo po SEGUNDO N6 bA ARvORE NA CoDIFICACAO DE HUFFMAN
la' ?
\ 14.26 \| 15.81 \
2 lo'
5.57 \ 10.24 \
Ib' I'LI
\ 1.54 \ \ 4.03 \

FiGurAa 12-41: ListA APGs INsEr¢AO DO SEGUNDO N6 CRIADO NA CobiFicAGAO DE HUFFMAN

Na sequéncia de codificagio do string "bola", mais uma vez, os dois nés com menor frequéncia sao removi-
dos da lista e seus contetidos sdo usados para construir um novo né da drvore de codificagio. Como mostra a
Figura 12—42, neste instante a lista fica temporariamente vazia.

/ efe1 \
4 X

Al al ?
\ 14 .26 \ 15.81
5..57
Nz NN ) (vazin)
(a) Novo No da Arvore (b) Estado atual da lista

Ficura 12-42: CRriacio po TerceiRo N6 ba Arvore NA CopiFicacAo DE HUFFMAN

No passo seguinte, na codificagao do string "bola", o tltimo né da drvore que foi criado é usado como conte-
tdo de um novo né a ser inserido na lista. Como a lista estava vazia (v. Figura 12—42), ela passa a contar com
apenas um né (v. Figura 12-43).

Finalmente, a codificagdo do string "bola" pode ser concluida com a remogio do Gltimo né restante na lista
e a obtengao da drvore de codificagio apresentada na Figura 12—44. Vocé acha que a drvore apresentada nessa
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figura nao parece uma drvore de codificacio? Aguarde mais um pouco e vocé verd que realmente essa drvore
representa uma codificagio.

/ 0?07 \\
/ \
\em\| |, e
Y \
= \foo\
Y \

Th! l'll

\ 1.54 \ \ 4.03 \

Ficura 12-43: ListA APOs INsercAo DO TERCEIRO NO CriaDO NA CopiFicAcAO DE HUFFMAN
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FiGura 12-44: Arvore ResuLTANTE DE CopIFicACAO DE HUFFMAN

A fungio CodificaHuff() implementa o que foi exposto acima e seu Unico parimetro é o endereco de um
ponteiro para a lista que armazena temporariamente os nés da drvore bindria que representa uma codificagao
de Huffman. Essa fungao retorna o endereco da raiz da drvore bindria que representa a codificagio de Huffman
criada.

tArvoreHuff CodificaHuff(tListaSE *aLista)
{
tNoListaSE *nol, /* Ponteiro para o né com a menor frequéncia na lista */
*no2, /* Ponteiro para o né com a segunda menor frequéncia na lista */
*noNovo; /* Ponteiro para um novo n6é da arvore a ser criado. */

/* Esse n6 tera nol e no2 como filhos. *x/
/**********************************************************************/
/* 0 laco while a seguir é a esséncia do algoritmo de Huffman. Ele */
/* remove da lista os dois nés com menor frequéncia, cria um novo *x/
/* né que tem como frequéncia a soma das frequéncias dos nés -tinserido */
/* removidos e esses nos como filhos. O novo n6é é lista. em ordem */
/* crescente de frequéncia na Quando resta apenas um né na lista, *x/
/* esse ultimo n6 é a raiz da arvore de codificacao. */

/**********************************************************************/
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while (*aLista) {
/* Remove o né com a menor frequéncia da lista */
nol = RemovePrimeiroLSE(aLista);

/* Se a lista ficou vazia, o ultimo né removido é */

/* a raiz da arvore que representa a codificagdao */
if (!*aLista)

return &nol->conteudo; /* Codificacdo terminada */

/* Remove o n6é com a segunda menor frequéncia da lista */
no2 = RemovePrimeiroLSE(aLista);

/* Tenta alocar um novo no */
ASSEGURA( noNovo = malloc(sizeof(tNoListaSE)),
"Nao foi possivel alocar no da lista" );

/* Armazena a frequéncia do novo né. O conteudo do campo 'letra' */
/* ndo tem +importancia porque este ndo é um né terminal. )]
noNovo->conteudo.letraFreq.frequencia =
nol->conteudo.letraFreq.frequencia +
no2->conteudo.letraFreq.frequencia;

/* 0 filho esquerdo do novo n6é é o primeiro né removido da lista */

/* e o filho direito é o segundo né removido da lista *x/
noNovo->conteudo.filhoEsquerdo = &nol->conteudo;
noNovo->conteudo.filhoDireito = &no2->conteudo;

InsereEmOrdemListaSE(aLista, noNovo); /* Insere o né na lista */

}

return NULL; /* S6 para satisfazer o compilador... */

}

A fungio CodificaHuff () ¢ relativamente simples e nao requer comentdrios além daqueles que se encontram
na prépria funcio.

Neste ponto, j se tem a drvore de codificagdo, mas cadé a codificagio (i. e., as almejadas sequéncias de bits)?
Para obter as sequéncias de bits associadas aos caracteres codificados numa drvore de codificagdo, efetuam-se
caminhamentos a partir da raiz dessa drvore até que os caracteres, que se encontram em folhas da 4rvore, se-
jam encontrados. Cada vez que se segue um filho esquerdo de um né, acrescenta-se 0 a sequéncia de bits do
caractere em consideragdo. Por outro lado, quando se segue um filho direito de um né, acrescenta-se 1 a essa
sequéncia. A Figura 12—45 ilustra esse procedimento e a Figura 12—46 mostra as sequéncias de bits obtidas
para o string "bola".
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Ficura 12-45: Como Coépicos SAo OBTiDOS EM CobIFiIcACAO DE HUFFMAN
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FiGURA 12-46: Sequencias DE Bits OBTiDAs NA CopiFicAGA0 DE HUFFMAN

A fungao recursiva ExibeCodigosHuff () mostra como visitar os nés da drvore de codificagio obtida no pro-
grama com o objetivo de apresentar as sequéncias de bits associadas aos caracteres que se encontram represen-
tados na drvore. Os parAmetros dessa fungo sio:

raiz (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore contendo a codificacio
codigo[] (entrada e saida) — array que armazena os codigos dos caracteres
n (entrada) — tamanho do array codigo[]

void ExibeCodigosHuff(tArvoreHuff raiz, char codigo[], int n)

{

}

/* Armazena '0' no array quando encontra um filho esquerdo e chama */
/* a funcdo recursivamente para efetuar caminhamento na subarvore */
/* esquerda. Na pratica, usa-se o bit 0 e ndao o caractere '0' 2
(raiz->filhoEsquerdo) {

codigo[n] = '0';

ExibeCodigosHuff(raiz->filhoEsquerdo, codigo, n + 1);

/* Armazena 'l' no array quando encontra um filho direito e chama */
/* a funcdo recursivamente para efetuar caminhamento na subarvore */
/* direita Na pratica, usa-se o bit 1 e ndao o caractere 'l1'. x/
(raiz->filhoDireito) {

codigo[n] = '1';

ExibeCodigosHuff(raiz->filhoDireito, codigo, n + 1);

/* Se o ndé corrente for uma folha, ela armazena um caractere... */
(!(raiz->filhoEsquerdo) && !(raiz->filhoDireito)) {

/* Exibe o caractere armazenado nesta folha */
printf("%c: ", raiz->letraFreq.letra);

/* Apresenta a codificacao associada ao caractere */
ExibeArrayDeChars(codigo, n)3

A fun¢io ExibeCodigosHuff () possui dois casos recursivos e um caso terminal e funciona assim:

0

Sao efetuados caminhamentos na drvore de codificacio, sendo que cada caminhamento comeca sem-
pre na raiz e termina numa folha dessa drvore. O nimero de caminhamentos ¢ igual a0 nimero de
folhas da drvore de codificagio.

Quando, num desses caminhamentos, se segue um filho esquerdo, acrescenta-se o caractere '0' ao
array codigo[], que armazena a codificagio de cada letra. Na prética, em vez de acrescentar esse ca-
ractere ao array, seria acrescentado o bit ®, mas isso requer uso de técnicas de programacio de baixo
nivel, que nio fazem parte do escopo deste livro.

Quando, num desses caminhamentos, se segue um filho direito, acrescenta-se o caractere '1"' (na pré-
tica, usa-se o bit 1) ao array codigo[], que armazena a codificagio de cada letra.

Apés armazenar o devido caractere no array, a fungao é chamada recursivamente para continuar o ca-
minhamento a partir do né mais recentemente visitado.

A base da recursio ¢ atingida quando se visita uma folha. Nesse caso, exibe-se na tela o caractere ali
armazenado e chama-se a fun¢io ExibeArrayDeChars() para apresentar na tela a sequéncia de
caracteres coletada no array codigo[] durante um dos caminhamentos descritos acima. A func¢io
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ExibeArrayDeChars() faz exatamente o que seu nome promete € é simples demais para precisar ser
apresentada aqui.

A fungao main() que complementa o programa ¢ apresentada a seguir:

int main(void)

{

char *string, /* String digitado pelo usuario */
*caractereEstranhoj /* Apontara para um caractere que nao é letra */
tListaSE listaNos; /* Apontara para a lista que armazena *x/

/* temporariamente os nés da codificagao */
tArvoreHuff arvore; /* A arvore que representa a codificagdo */

char *arj /* Apontara para um array que armazenara o codigo de cada letra */
int op, /* Opcao escolhida pelo usuario */
nCaracteres, /* Numero de caracteres armazenados */
/* no array apontado por 'ar' B/

nFolhas; /* Numero de folhas da arvore de codificagao */

/* Apresenta o programa */
printf( "\n\t>>> Este programa codifica a sequencia"
"\n\t>>> de letras que voce 1introduzir.\n" );

do { /* Laco principal do programa */
/* Lé o string */
printf("\n\t>>> Digite uma sequencia de letras: ");
string = LeLinhaIlimitada(NULL, stdin);

/* Verifica se o usuario digitou apenas [ENTER] */
if (!*string) {

printf( "\n>>> Voce nao digitou nenhuma letra\n" );

return 13 /* Este programa é 1intransigente */

/*****************************************************************/

/* Verifica se o usuario digitou algum caractere que ndo é letra */
/*****************************************************************/

caractereEstranho = EhStringAlfa(string);

if (caractereEstranho) {
printf( "\n>>> Este programa nao pode processar o "
"caractere '%c'.\n", *caractereEstranho )}
return 13 /* Este programa é 1intransigente */

/* Cria a lista que armazena temporariamente os ndés da codificacao */
listaNos = CriaListaSEOrd(string);

/* 0 numero de folhas da arvore de codificagao */
/* é dgual ao comprimento inicial da lista *x/
nFolhas = ComprimentoListaSE(listaNos);

arvore = CodificaHuff(&listaNos); /* Cria a codificacdao de Huffman */

/*******************************************************************/

/* A funcdo que exibe a codificacdo usa um array para armazenar 3/
/* os codigos a medida que visita os nés da arvore de codificacao. */
/* Portanto, o tamanho desse array deve ser pelo menos 1igual a )
/* profundidade da arvore. Como toda arvore de codificacao de *x/
/* Huffmané estritamente binaria essa profundidade deve ser pelo *x/
/* menos digual ao numero de folhas da arvore. *x/

/*******************************************************************/
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/* Tenta alocar o array que armazenara cada sequéncia de bits */
ASSEGURA( ar = malloc(nFolhas), "Nao foi possivel"
" alocar array para conter codificacao" );

/* Inicialmente, ndao ha nenhum caractere no array ar[] */
nCaracteres = 03

/* Exibe na tela a codificacdao de Huffman obtida para cada caractere */
ExibeCodigosHuff(arvore, ar, nCaracteres);

/* Verifica se o usuario ainda deseja brincar */
printf("\n\t>>> Deseja continuar codificando (s/n)? ");
op = LeOpcao("sSnN");

if (op == 's' || op == 'S'") {
/* A arvore criada na ultima codificacdo nao é mais necessaria */
DestroiArvoreBin(arvore);

/* 0 espaco ocupado pelo string lido foi alocado */
/* dinamicamente e nao é mais necessario *x/
free(string);

/* 0 espaco ocupado pelo array ar[] ndao é mais necessario */
free(ar);

1
} while (op == 's' || op == 'S");
return 03

}
Comentdrios adicionais para a fun¢io main():

O A fun¢ao main() lé strings introduzidos pelo usudrio, certificando-se que strings que nao contenham
apenas letras nao sejam aceitos. Isso ocorre porque o programa s6 contém frequéncias para letras, mas
esse fato nao constitui nenhuma limitagdo séria do programa.

O Em seguida, a fungio CriaListaSEOrd(), que jd foi discutida, é chamada para criar a lista encadeada
que armazena os nds da drvore de codificagio.

O Logo apés o retorno dessa fungao, a referida lista armazena apenas as folhas da drvore de codificagio (v.
Figura 12-37). Portanto a fun¢io ComprimentoListaSE() ¢ chamada para calcular o comprimento
da lista, que corresponde ao niimero de folhas da drvore. Esse valor serd utilizado mais adiante para
dimensionar um array a ser utilizado para coletar as sequéncias de bits associadas as letras codificadas.

O A fungio CodificaHuff (), discutida acima, é chamada para criar a drvore de codificagio.

O O que resta a ser feito é chamar a fungio ExibeCodigosHuff (), que jd foi discutida, para apresentar
na tela as sequéncias de bits associadas as letras codificadas (v. Figura 12-46). Essa fungao utiliza um
array para armazenar os bits & medida que visita nés. A pergunta mais pertinente neste ponto é: qual
deve ser o tamanho desse array?

Se vocé examinar com atencéo a Figura 12—45 que apresenta uma drvore de codificagio, concluird que
o tamanho minimo desse array deve ser igual a altura da drvore que, na referida figura é 4. Para nio
precisar chamar uma fungao que calcula essa altura (v. 12.4.4), pode-se estimd-la levando em consi-
deragio algumas propriedades da drvore de codificagio de Huffman.

Conforme ja foi antecipado, as drvores resultantes do algoritmo de Huffman sdo estritamente bindrias
(v. Se¢ao 12.2.2), o que quer dizer que um noé dessa drvore ou é folha ou possui dois filhos (i.e., ndo
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existe né com apenas um filho nessas drvores). Portanto, numa drvore de codificacio, tem-se, de acor-
do com o Teorema 12.3, que a seguinte relacdo ¢ vélida:

n+1
2p—1<n=p< >

@)

Nessa relacio, 7 é o nimero total de nds e p ¢ a altura da drvore.

Agora, de acordo com o Teorema 12.4, o nimero total de nés de uma drvore estritamente bindria é
duas vezes o ntimero de folhas menos um. Isto é:

n=2n,-1

Levando esse fato em consideragao na relagio marcada com (f), tem-se que a altura méxima de uma
drvore estritamente bindria ¢ igual ao seu nimero de folhas. Ou seja:

p=n,
O restante da fun¢io main() tem pouco a ver com a codificagio de Huffman e nao requer comentdrios adicionais.

Exemplo de execucao do programa:
>>> Este programa codifica a sequencia
>>> de letras que voce introduzir.

>>> Digite uma sequencia de letras: amor

10
110
111

03 0w

>>> Deseja continuar codificando (s/n)? s
>>> Digite uma sequencia de letras: roma
10

110
111

03 0w

>>> Deseja continuar codificando (s/n)? s

>>> Digite uma sequencia de letras: AaBb

100
101
11

>0 WO

>>> Deseja continuar codificando (s/n)? n

Adendo: Embora o enunciado do problema nao solicite, o leitor se sentiria frustrado se nio fosse discutido co-
mo uma sequéncia de bits pode ser decodificada de modo a resultar no caractere que lhe deu origem.

A decodificagio de sequéncias de bits obtidas por meio de uma codificacio de Huffman utiliza a
mesma 4rvore resultante da codificagio das mesmas sequéncias. Cada sequéncia ¢ decodificada per-
correndo-se um caminho na drvore que comega na raiz e termina num noé folha. Nesse processo,
cada bit na sequéncia ¢ analisado para determinar qual é o préximo né a ser seguido, como ilustra
a Figura 12—-47. Nessa figura, nota-se que quando o bit ora em consideracio é 0, o caminhamento
segue o filho esquerdo do né corrente. Caso contrdrio, quando o bit corrente é 1, 0 caminhamento
segue o filho direito.
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Ficura 12-47: Decopiricacio DE Bits NA CobiFicAcAo DE HUFFMAN

Para decodificar vdrias sequéncias resultantes da codificagio de uma palavra inteira, como aquela
mostrada na Figura 12—46, basta seguir o mesmo procedimento descrito acima a partir do inicio
de cada subsequéncia que representa uma letra. Resta saber como se determina o inicio de cada sub-
sequéncia de bits. Mas, a resposta a essa duvida ¢ ficil: o inicio da primeira subsequéncia coincide
exatamente com o inicio da sequéncia completa de bits. A segunda subsequéncia comega logo apés
o final da primeira subsequéncia, a terceira subsequéncia comeca logo apés o final da segunda subse-
quéncia e assim por diante. Agora, como ¢ que se sabe que uma subsequéncia terminou? Se nio sou-
ber responder essa questdo, vocé nao entendeu bem o pardgrafo anterior. Portanto leia-o novamente.

No site dedicado ao livro na internet (http://www.ulysseso.com/edl), encontra-se um exemplo mais completo

de codificacio de Huffman.

12.9 Exercicios de Revisao

Conceitos Fundamentais (Secao 12.1)

1. (a) O que é uma estrutura de dados linear? (b) O que é uma estrutura de dados hierdrquica?

O que é uma drvore ordindria?

Apresente trés exemplos de aplicacoes praticas de drvores.

2.
3.
4. Por que drvores so consideradas estruturas hierdrquicas?
5.

Defina os seguintes conceitos relacionados a estrutura de dados drvore:

(a) N¢

(b) Raiz

(c) Folha

(d) Filho de um né

(e) Graude um né

(f) Grau de uma 4rvore
(g) N6 interno

(h) Ancestral de um né

(i) Nivel de um né

(j) Profundidade (ou altura) de uma drvore
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Utilize a drvore representada na figura abaixo para responder as questoes 6 ¢ 7.

8.
9.

®

(B © O

®E®e ® © @
(a) Qual ¢ o grau da drvore? (b) Qual ¢ a raiz da drvore? (c) Quais sao as folhas da drvore? (d) Qual é a
altura da drvore? (e) Quantos filhos possui o né rotulado como €? (f) Quantos ancestrais possui o né 3?
Para cada n6 da drvore, apresente:
(a) O paidoné
(b) Os filhos do né
(c) Os ancestrais do né
(d) O nivel do né
Mostre que o nimero minimo de nés de uma drvore com profundidade p ¢é igual a p.

Mostre que a raiz de uma drvore ¢ ancestral de qualquer né da drvore, exceto de si propria.

Arvores Binarias (Se¢io 12.2)

10. O que é uma drvore bindria?

11. Uma drvore bindria é um caso particular de drvore. Essa afirmativa é correta? Explique.

12. Qual ¢ a diferenca entre uma 4rvore bindria e uma drvore ordindria na qual cada né possui no maximo

dois filhos.

13. Considere a drvore bindria representada na figura a abaixo.

arvore —>» Q

(@) Quais siao os descendentes do né B?
(b) Quais sdo os ancestrais do né K?

(¢) Qual é aaltura da 4rvore?

(d) Qual é o nivel do n6 32

(e) Qual ¢ o maior niimero possivel de nés no nivel em que se encontra o né L?

14. Quantos ancestrais possui um né que se encontra no nivel # de uma 4rvore bindria? Justifique sua resposta.

15. Suponha que duas drvores bindrias contenham apenas uma raiz com um filho e que o contetido desses fi-

lhos sejam iguais. Essas drvores podem ser consideradas equivalentes?
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16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.

26.

27.
28.

29

30.
31.

32.
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Suponha que uma drvore bindria seja representada em memdria por meio de trés arrays integrados confor-
me mostrado a seguir (a primeira linha contém os indices dos arrays):

e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Conteudo | 10 [ 20 | 30 | 40 | 50 [ 60 | 70 | 80 25132 |44 | 83
Esquerdo|-1| 0 [-1|-1| 1 |-1|-1]| 6 -1 2 |10 -1
Direito|-1|12|-1|-1]| 5 7T |-1|13 11| 3 |-1|-1

Sabendo que a raiz da drvore encontra-se no indice 4 do array, apresente uma representagio gréfica dessa
.
drvore.

(a) Quantas 4rvores bindrias estruturalmente diferentes contendo trés nds existem? (b) Desenhe todas as
drvores bindrias estruturalmente diferentes possiveis contendo trés nés.

(a) O que ¢ uma drvore bindria perfeita? (b) Apresente um exemplo de drvore bindria perfeita.

(a) O que é uma drvore bindria completa? (b) Apresente um exemplo de drvore bindria completa.
Prove que cada né de uma drvore bindria possui no méximo um pai.

Defina os seguintes tipos de drvores:

(a) Arvore bindria completa

(b) Arvore bindria repleta

(c) Arvore bindria perfeita

(d) Arvore bindria 0/2

(e) Arvore bindria inclinada

(f) Arvore estritamente bindria

() Arvore bindria patolégica

Uma drvore bindria perfeita contém 7, folhas. Quantos nés essa drvore possui?

Uma drvore bindria possui profundidade p. Qual é o nimero maximo de nés que essa drvore possui?
Qual ¢ 0 nimero mdximo de nds no nivel k de uma 4rvore bindria?

Suponha que a raiz de uma 4rvore bindria possua nivel 0 (o que nao ¢ o caso neste livro). (a) Qual seria o
nimero mdximo de nds que se encontram no nivel i de uma drvore bindria? (b) Qual seria 0 nimero md-
ximo de nds que pode possuir uma drvore bindria com 7 niveis?

Mostre que ao né mais a esquerda no nivel 7 de uma drvore bindria completa é sempre atribuido o valor
2n~1— 1, segundo o esquema de numeragio de nds visto na Secao 12.2.4.

Mostre que uma 4rvore bindria com n nds possui 7 + 1 ramificagoes nulas.

(a) Descreva o procedimento utilizado para representar drvores bindrias em arrays. (b) Utilizando essa forma
de representagao, em que circunstincia ocorre o maior desperdicio de meméria? (c) Utilizando essa forma
de representagdo, quando ocorre o menor desperdicio de memoria?

(a) Qual ¢ a altura méxima que uma drvore bindria com 100 nés pode ter? (b) Qual ¢ a altura minima que
uma 4rvore bindria com 100 nés pode ter?

Quantos nds internos existem numa 4rvore bindria completa com 200 folhas?

Mostre que o ntimero de ancestrais de uma folha de uma drvore bindria perfeita com 7 nés é dado por
llogm + )] — 1.

Suponha que vocé tenha um array de elementos do tipo int contendo os seguintes valores (nesta ordem):
4 1 12 -3 5 16 6 18 ©

Apresente uma drvore bindria construida do seguinte modo:



12.9 Exercicios de Revisao | 541

(1) O primeiro elemento do array constitui o contetido da raiz da rvore.

(2) Se um elemento subsequente do array tiver um valor menor do que aquele armazenado na raiz da dr-
vore, ele deve ser inserido na subdrvore esquerda utilizando esse mesmo procedimento.

(3) Se um elemento subsequente do array tiver um valor maior do que aquele armazenado na raiz da dr-
vore, ele deve ser inserido na subdrvore direita utilizando esse mesmo procedimento.

(Uma drvore bindria construida seguindo esse procedimento é denominada drvore bindria de busca e serd
explorada em profundidade no Volume 2 desta obra.)

33. (a) Mostre que se o procedimento da questao 32 for seguido com um array ordenado em ordem crescente,
a drvore bindria resultante serd inclinada a direita. (b) Mostre que se o procedimento da questao 32 for se-
guido com um array ordenado em ordem decrescente, a drvore bindria resultante serd inclinada a esquerda.

34. Considerando a expressao (—2x + 1)(3x — 5) e utilizando simbolos de operadores aritméticos de C, desenhe
uma drvore bindria que represente essa expressio.

35. Um né completo de uma drvore bindria é um né que possui dois filhos. Mostre que o niimero de folhas
de uma drvore bindria nao vazia ¢ igual ao nimero de nés completos da drvore mais um.

36. Numa representacio de drvore bindria por meio de array, como se encontra:
(a) O paideum né
(b) O filho da esquerda de um né
(c) O filho da direita de um né

37. (a) Quais das drvores bindrias a seguir sio completas? (b) Quais delas sdo perfeitas? (c) Quais delas nao sao
nem completas nem perfeitas? (d) Quais delas sao estritamente bindrias?

SN

(i) (i) (iii)

4 4

(iv) (v) (vi)
38. Mostre como a drvore bindria da figura a seguir é representada no array dessa mesma figura.
arvore —» @

© 1 2 3 45 6 7 8 9101112131415
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39. Uma érvore bindria de Fibonacci de ordem 7 ¢ definida do seguinte modo: se n = 0 ou n = 1, a drvo-
re consiste num dnico ng, e se n > I, a 4rvore consiste numa raiz, tendo a arvore de Fibonacci de ordem
n — I como sua subdrvore esquerda e a drvore de Fibonacci de ordem n — 2 como sua subdrvore direita.
(a) Essa drvore é estritamente bindria? (b) Qual é o nimero de folhas na drvore de Fibonacci de ordem n?

Caminhamentos em Arvores Binarias (Se¢ao 12.3)
40. O que significa visitar um né de uma 4rvore?
41. (a) O que é um caminhamento em drvore bindria? (b) Para que servem caminhamentos em drvores bindrias?
42. Descreva os seguintes caminhamentos em drvore bindria:
(a) Caminhamento infixo
(b) Caminhamento prefixo
(c) Caminhamento sufixo
(d) Caminhamento por nivel

43. Mostre que as folhas de uma drvore bindria sao visitadas na mesma ordem em cada um dos trés caminha-
mentos recursivos.

44, Quais sio as sequéncias de visitagdo dos nds da drvore bindria da figura abaixo quando sio efetuados ca-
minhamentos em:

(a) Ordem infixa
(b) Ordem prefixa
(c) Ordem sufixa
arvore —» (A)

(ii) (iii)

(a) Qual ¢ a sequéncia de visitagao de nds produzida por um caminhamento infixo em cada drvore?

(b) Qual ¢ a sequéncia de visitagao de nds produzida por um caminhamento prefixo em cada 4rvore?
(c) Qual é a sequéncia de visitagdo de nds produzida por um caminhamento sufixo em cada drvore?
46. Desenhe uma drvore bindria correspondente a expressao aritmética: (4 + B*C)/(A— C).

47. Considere a drvore bindria ilustrada na figura a seguir. Essa drvore representa uma expressao aritmética?
Explique seu raciocinio.
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48. Onde deve ser inserido um né contendo a letra N na drvore bindria da figura abaixo, de tal forma que, no

caminhamento infixo na drvore, os nds sejam visitados em ordem alfabética?

50. Qual ¢é o resultado da avaliacio da expressdo aritmética representada pela drvore da figura a seguir?
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51. Considerando as drvores bindrias da figura a seguir, quais caminhamentos produzem as mesmas sequéncias

de visitacdo de nds nas duas drvores?

Arvore 2

Arvore1
52. Os seguintes caminhamentos em drvores bindrias si\o denominados caminhamentos drabes devido 4 ana-

logia com escrita drabe que ¢ efetuada da direita para a esquerda:

CAMINHAMENTO ARABE INFIxo CAMINHAMENTO ARABE PREFIX0

1. Caminhe na subdrvore direita 1. Visite a raiz
2. Caminhe na subdrvore direita

2. Visite a raiz
3. Caminhe na subdrvore esquerda

3. Caminhe na subdrvore esquerda
(a) Usando analogia com os caminhamentos apresentados acima, descreva o caminhamento drabe sufixo

(b) Efetue um caminhamento 4rabe infixo na 4rvore do exercicio 48.

(c) Efetue um caminhamento drabe prefixo na drvore do exercicio 48.

Implementacao de Arvores Binarias (Se¢iao 12.4)
53. Suponha que se tenham as seguintes defini¢coes de tipos:
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typedef struct noArvore {
struct noArvore *esquerda;
char conteudo;
struct noArvore *direita;
} tNoArvore, *tArvore;

typedef struct nolLista {
tArvore conteudo;
struct noLista *proximo;
} tNoLista, *tListaj;

struct {
tNoLista *frente, *fundo;
} *tFila;
Suponha ainda que CriaFila(), Filavazia(), Acrescenta() e Retira() sdo fungdes que, respectiva-
mente, iniciam, verificam se uma fila estd vazia, acrescentam e retiram elementos de uma fila, como aquelas
apresentadas na Seg¢ao 8.2. O que a fungio Misteriosa() apresentada a seguir realiza?

void Misteriosa(tArvore ptrArvore)

{
tFila filag
CriaFila(&fila);
Acrescenta(&fila, &ptrArvore);
while (!FilaVazia(&fila)) {
ptrArvore = Retira(&fila);
if (ptrArvore) {
putchar (ptrArvore->conteudo) ;
Acrescenta(&fila, &ptrArvore->esquerda);
Acrescenta(&fila, &ptrArvore->direita);
}
}
}

54. Se a fun¢io Misteriosa() da questdo 53 for chamada recebendo como pardmetro o ponteiro arvore da
figura a seguir, qual serd o resultado?

arvore —» @

55. Por que ponteiros para funcoes sao usados como parimetros de fungoes que implementam caminhamen-
tos em drvores bindrias?

56. Por que a maioria das operagdes sobre drvores bindrias sio implementadas recursivamente?

57. (a) O que sao drvores bindrias semelhantes? (b) Qual ¢ a diferenca entre drvores bindrias semelhantes e 4r-
vores bindrias equivalentes?

58. A func¢io DestroiArvoreBin(), apresentada na Se¢ao 12.4.8, poderia ter sido implementada por meio
de um caminhamento em ordem prefixa ou infixa? Explique.
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Arvores Binarias Baseadas em Caminhamentos (Secio 12.5)

59. Os caminhamentos infixo e prefixo de uma drvore bindria produziram as sequéncias de visitagao de nds
vistas a seguir. Desenhe um diagrama mostrando a estrutura dessa 4rvore.
Caminhamento infixo: FBCAGIEDH
Caminhamento prefixo: GBFACIDEH

60. (a) Uma 4rvore bindria pode ser construida conhecendo-se apenas seu caminhamento infixo? (b) E se ape-
nas o caminhamento prefixo ou sufixo estiver disponivel?

61

Quais dos seguintes pares de caminhamentos permite a construgao da drvore bindria que d4 origem a esses
caminhamentos?

(a) Infixo e sufixo
(b) Infixo e prefixo
(c) Prefixo e sufixo

62

Suponha que se tenham disponiveis os caminhamentos prefixo e infixo de uma 4rvore bindria. Em que si-
tuagio, esses caminhamentos podem resultar numa drvore bindria diferente da drvore que lhes deu origem?

63

Suponha que um caminhamento infixo seja efetuado numa drvore e que a operacio efetuada sobre cada né
durante esse caminhamento seja copiar seu contetdo efetivo para um array. Se a drvore original for destru-
ida, serd possivel reconstrui-la usando os contetidos dos nés armazenados no referido array?

64

(a) Desenhe um diagrama que represente a drvore bindria completa cujo caminhamento por nivel forne-
ce a sequéncia de visitagdo de nds: DGHCIBAEF. (b) Se nio fosse conhecido que a drvore é completa, seria
possivel construi-la?

65

Sabendo que uma drvore bindria é completa, é possivel construi-la conhecendo-se apenas seus caminha-
mentos prefixo e sufixo?

Arvores Binarias Costuradas (Seciao 12.6)
66. Por que se utiliza pilha na implementagao de um caminhamento iterativo em uma drvore bindria?
67. (a) O que ¢ uma drvore bindria costurada? (b) Para que servem costuras numa 4rvore bindria?
68. Descreva os seguintes tipos de drvores:
(a) Arvore bindria costurada em ordem infixa 4 direita
(b) Arvore bindria costurada em ordem infixa & esquerda
(c) Arvore bindria costurada em ordem infixa
69. Uma drvore costurada em ordem infixa tem alguma utilidade quando se efetua um caminhamento prefixo?

70. Que cuidado deve ser tomado quando se efetua um caminhamento prefixo ou sufixo numa drvore costu-
rada em ordem infixa?

71. Por que uma enumeragio ¢ usada como um dos campos de um né de uma drvore costurada?

72. O que ocorre quando uma costura ¢ seguida em vez de um ponteiro que nio é costura durante um
caminhamento?

Conversdes de Arvores Ordinarias e Florestas em Arvores Binarias (Secao 12.7)
73. Descreva o procedimento utilizado para transformar uma 4rvore ordindria numa 4rvore bindria.

74. Transforme a drvore ordindria da figura abaixo numa 4rvore bindria.
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75. Por que a raiz de qualquer drvore bindria resultante de uma transformagio de drvore ordindria nao possui

filho 2 direita?

76. Transforme a floresta representada na figura a seguir em drvore bindria.

®

® OO

©

Exemplos de Programacéao (Secao 12.8)

77. O que é uma 4rvore de decisao?

78. Descreva o algoritmo de codificagio de Huffman.

@

®

O,

®

79. Por que a drvore resultante de uma codificagdo de Huffman ¢é estritamente bindria?

80. Mostre que se o nimero de caracteres codificados for igual a n, a drvore de codificagio de Huffman con-

terd n folhas e n — I nds internos.

81. A implementagio do algoritmo de codificagio de Huffman apresentada na Se¢ao 12.8.2 tem custo tem-
poral 6(n?). Existem implementagdes do mesmo algoritmo que apresentam custo temporal 8(log n), o que
parece indicar que a implementagao apresentada aqui nao ¢ a mais adequada. Que argumentos de natureza
prética, vocé utilizaria para justificar o uso da implementacio apresentada na Se¢ao 12.8.2?

82. Suponha que a figura a seguir represente uma drvore codificagao obtida seguindo-se o algoritmo de Huffman.
(a) Quais sdo os caracteres codificados nessa drvore? (b) Qual é a sequéncia de bits associada a cada um
desses caracteres? (c) O que significam as interrogagdes nessa drvore?

/

?

21.37

/

/

\

\

P
14.2

\

Th!

1.54

\

\

5.57

\

83. Considerando a drvore de codificagio do exercicio anterior, como a sequéncia de bits 001011011 seria

decodificada?
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12.10 Exercicios de Programacao

Nos exercicios de programagio a seguir, a ndo ser que seja especificado em contrdrio, considere o contetido
efetivo de qualquer né de 4rvore ou lista como sendo int.

EP12.1
EP12.2

EP12.3

EP12.4

EP12.5

EP12.6

EP12.7

EP12.8

EP12.9

EP12.10

EP12.11

EP12.12

EP12.13

EP12.14

EP12.15
EP12.16

Escreva uma fungio em C para determinar se uma drvore bindria ¢ repleta.

Duas 4rvores bindrias sio semelhantes se elas sio ambas vazias, ou se suas subdrvores esquerdas sio
semelhantes e suas subdrvores direitas sio semelhantes. Escreva uma fun¢io em C para determinar se
duas 4rvores bindrias sio semelhantes.

Duas irvores bindrias sao reflexivamente semelhantes se sio ambas vazias, ou se sao0 ambas nao va-
zias e a subdrvore esquerda de uma drvore ¢ reflexivamente semelhante a subdrvore direita da outra
e vice-versa. Escreva uma fungio em C que determina se duas drvores bindrias s3o reflexivamente
semelhantes.

Suponha que o contetido armazenado nos nds de uma drvore bindria seja do tipo int. Escreva uma
funcio recursiva que exibe o contetdo de cada ancestral de um né cujo endereco essa funcio recebe
como parametro.

Suponha que o contetddo armazenado nos nés de uma 4rvore bindria seja do tipo int. Escreva uma
fungio que retorna o niimero de nés que apresentam um valor menor do que o valor recebido como
parametro.

Escreva uma fung¢io em C que receba como parimetro um ponteiro para uma drvore bindria e retorne
o niimero de nés de grau dois da drvore.

Escreva uma fung¢io em C que receba como pardmetro um ponteiro para uma drvore bindria e retor-
ne o nimero de folhas da drvore.

Escreva uma fun¢io em C que receba como parAmetro um ponteiro para uma drvore bindria e retorne
o niimero de ramificacoes da drvore.

Escreva uma funcio em C que recebe um ponteiro para uma drvore bindria e retorne um ponteiro
para uma nova drvore bindria que é a imagem da primeira. Isto ¢, todas as subdrvores esquerdas da
primeira serdo subdrvores direitas na segunda e vice-versa.
Escreva uma fun¢io em C que recebe como pardmetros um ponteiro para uma drvore bindria e ou-
tro para um né6 qualquer dessa drvore e retorne o nivel desse né na drvore.
Escreva uma funcio em C que recebe como paridmetro um ponteiro para uma drvore bindria e re-
torna 1 se a drvore for estritamente bindria ou 0 caso contrério.

Numa 4rvore bindria de Fibonacci de ordem n, se n = 0 ou n = 1, a drvore consiste hum inico
no, e se n > 1, a arvore consiste numa raiz, tendo a drvore de Fibonacci de ordem n — / como sua
subdrvore esquerda e a drvore de Fibonacci de ordem 7 — 2 como sua subdrvore direita. Escreva uma
fun¢io em C que retorna um ponteiro para a drvore bindria de Fibonacci de ordem n.

Escreva uma fungio recursiva que armazena numa lista simplesmente encadeada os contetidos efeti-
vos dos nés de uma drvore bindria obtidos durante um caminhamento infixo nessa drvore. Suponha
que o contetdo efetivo de cada né da drvore seja do tipo int.

Suponha que o tipo de valor armazenado como contetdo efetivo em cada né de uma 4rvore bindria
seja int. Dadas duas listas simplesmente encadeadas contendo os caminhamentos infixo e prefixo
nessa drvore, escreva uma funcio que retorne o endereco da raiz da drvore construida utilizando
esses caminhamentos.

Escreva uma fungao para determinar se uma drvore bindria é completa.

Escreva uma fungio em C que remove todas as folhas de uma 4rvore bindria.



EP12.17

EP12.18

EP12.19

EP12.20

EP12.21

EP12.22

EP12.23

EP12.24

EP12.25

EP12.26

EP12.27

EP12.28

EP12.29

EP12.30
EP12.31
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Escreva uma func¢io que retorna o menor valor armazenado numa 4rvore bindria cujo campo de
informacio de cada né ¢ do tipo int.

Escreva uma fungio que retorna uma lista encadeada contendo todos os ancestrais de um né de uma
drvore bindria cujo endereco é recebido como pardmetro.

Escreva uma fungao que recebe o endereco de um né de uma 4rvore bindria e retorna o enderego
do né que segue imediatamente o né recebido como pardmetro num caminhamento em ordem
sufixa na drvore.

Escreva uma funcio que recebe o enderego de um né de uma 4rvore bindria e retorna o endereco
do né que segue imediatamente o né recebido como pardmetro num caminhamento em ordem
infixa na drvore.

Escreva uma fungao em C que exiba na tela o contetido do tipo int de cada ancestral de um deter-
minado né de uma drvore bindria.

Escreva uma fungao em C que implemente a operagao de troca sobre uma drvore bindria. Essa operagao
consiste em trocar o filho direito com o filho esquerdo de um né e vice-versa, como mostra a seguinte
figura. (A drvore original e a drvore resultante dessa operagio sio denominadas isomérficas.)

Escreva uma fungio que recebe dois ponteiros para duas drvores bindrias e retorna 1 se as drvores
para as quais eles apontam sao isomérficas e © em caso contrdrio. A definigio de drvores isomérficas
¢ apresentada no exercicio EP12.22.

Escreva uma fungio iterativa para executar caminhamentos prefixos em drvores bindrias. [Sugestao:
Examine a implementagao da fungio CaminhamentoInfixo2() implementada na Se¢ao 12.6.]
Escreva uma fungio iterativa para executar caminhamentos sufixos em 4rvores bindrias. [Sugestao:
Examine a implementagio da fungao CaminhamentoInfixo2() implementada na Se¢ao 12.6.]
Escreva uma fun¢ao em C para exibir os campos de informagio dos nds de uma drvore bindria por
nivel. Em cada nivel, os nds devem ser listados da direita para a esquerda.

Apresente definigoes de tipo e fungoes que implementem drvores bindrias costuradas em ordem
prefixa de modo semelhante ao que foi realizado na Segao 12.6.

Apresente definigoes de tipo e fun¢des que implementem drvores bindrias costuradas em ordem su-
fixa de modo semelhante ao que foi realizado na Segao 12.6.

Escreva uma fungao para calcular a soma de todos os contetidos efetivos de uma 4rvore bindria su-
pondo que esses contetidos sdo do tipo int.

Escreva uma fungio para determinar se uma drvore bindria ¢ estritamente bindria.

Escreva uma fungio que recebe como parAmetro um ponteiro para uma drvore bindria e retorna o
numero de folhas dessa drvore.
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EP12.32
EP12.33
EP12.34
EP12.35
EP12.36

EP12.37

EP12.38

EP12.39
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Escreva uma fungio que recebe como parAmetro um ponteiro para uma 4rvore bindria e retorna o
numero de filhos direitos dessa drvore.

Escreva uma fungao que recebe como parAmetro um ponteiro para uma 4rvore bindria e retorna o
nimero de nés completos (i.e., nds com dois filhos) dessa drvore.

Escreva uma fungio em C para determinar se uma drvore bindria é perfeita.

Dadas duas drvores bindrias A e B, diz-se que A estd contida em B se e somente se A é igual a B ou
A ¢ igual a alguma subdrvore de B. Construa uma fung¢io em C que teste se uma drvore bindria A
estd contida em outra 4rvore bindria B.

Escreva uma fungao em C que receba como pardmetro um ponteiro para uma 4rvore bindria, e re-
torne 1 se a drvore for estritamente bindria ou @ caso contrdrio.

Escreva uma fun¢io em C que receba um ponteiro para uma drvore bindria e retorne um ponteiro
para uma nova drvore bindria que seja a imagem da primeira. Isto é, todas as subdrvores esquerdas
da primeira serdo subdrvores direitas na segunda e vice-versa.

Incremente o programa apresentado na Segao 12.8.2 de modo que ele apresente a codificagio de cada
string introduzido pelo usudrio (e nao simplesmente a codificacio de cada letra individualmente).
Torne o programa solicitado no exercicio EP12.37 ainda mais sofisticado fazendo com que ele per-
mita a seguinte interagdo com o usudrio:

Opcoes

Codifica caracteres
Decodifica caracteres
Exibe codigos

Encerra programa

N wWN

>>> Escolha sua opcao: 1

>>> Digite uma sequencia de letras: banana
Codificacao: 1100010 100 11111 100 11111 100

Opcoes

Codifica caracteres
Decodifica caracteres
Exibe codigos

Encerra programa

N wWN

>>> Escolha sua opcao: 2

>>> Digite o codigo: 11000101606011111106011111100
Decodificacao: banana

Opcoes

Codifica caracteres
Decodifica caracteres
Exibe codigos

Encerra programa

N wWN

>>> Escolha sua opcao: 4

Bye



