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m RVORE RUBRO-NEGRA ¢ um tipo de drvore balanceada, que é bem mais complicada para rebalancear

, ((‘

Nao custa insistir que drvores rubro-negras sao bastante complicadas de entender e implementar. Pior, se vocé
insistir, ao final deste apéndice vocé ird se decepcionar, pois, em termos de andlise assintética (i.e., notagao 6),
essas drvores apresentam exatamente o mesmo custo temporal que drvores AVL para operagdes basicas de bus-
ca, inser¢do e remogao. A bem da verdade, drvores AVL sdo até um pouco mais eficientes. Enfim prossiga nesta
segdo apenas se vocé for um rubro-negro fandtico...

do que drvores AVL. Portanto se vocé tem alguma divida referente a rotagoes e corregoes de balan-
\
| ceamento, sugere-se que vocé estude novamente Segao 4.4 antes de prosseguir.

=

F.1 Conceitos

Uma drvore rubro-negra ¢ uma drvore bindria de busca que obedece as seguintes regras:
[1] Cada né ¢ considerado vermelho ou preto.
[2] A raiz da drvore é sempre um né preto.
[3] Qualquer né nulo é preto.

[4] Se um n6 for vermelho, seus filhos serdo sempre pretos. Ou seja, um né vermelho nio pode ter qual-
quer filho vermelho.

[5] Qualquer caminho de um né para um né nulo deve conter 0 mesmo ntimero de nds pretos.

Uma violagao vermelha ocorre quando um né vermelho possui um filho que também ¢ vermelho (i.e., quan-
do a Regra 4 ¢ violada). Por sua vez, uma altura preta de um né é o nimero de nés pretos encontrados desde
o préprio né até um né nulo. De acordo com a Regra 5, todas as alturas pretas de um né devem ser iguais.
Uma violagao preta ocorre quando um né possui duas alturas pretas diferentes. A altura preta de uma 4rvore
rubro-negra ¢ a altura preta de sua raiz.

Assim como drvores AVL, drvores rubro-negras também sio drvores autoajustdveis que apresentam balancea-
mentos aceitdveis. Mas os critérios de balanceamento de drvores rubro-negras sao bem mais complexos e nao
s30 aparentes a primeira vista. Esses critérios sio implicitos nas regras que definem essas drvores e funcionam
de modo semelhante aos critérios que definem drvores AVL. Quer dizer, no caso de drvores AVL, um rebalan-
ceamento pode ser necessdrio apés uma operacio de inser¢io ou remogio de nds se tal operagao provocar um
desbalanceamento da drvore. Por outro lado, quando um né de uma 4rvore rubro-negra ¢ inserido ou remo-
vido, as regras que definem esse tipo de drvore podem ser violadas, de modo que rotagdes e alteragoes de cor
podem ser necessdrias para corrigir eventuais violagdes. Do ponto de vista prético, o resultado obtido com 4rvo-
res rubro-negras ¢ semelhante aquele obtido com 4drvores AVL. Mas infelizmente, as semelhancas entre drvores
rubro-negras e drvores AVL param por aqui porque drvores rubro-negras sio muito mais dificeis de entender
e implementar!". Portanto se vocé apresentar alguma dificuldade em balanceamento de drvores, sugere-se que
vocé reveja a Segao 4.4 antes de prosseguir.

Até aqui, as representagdes gréficas de drvores apresentadas neste livro nao levaram em consideragio nés nulos.
Mas agora, para ser fiel a defini¢do de drvore rubro-negra apresentada acima e facilitar seu entendimento, eles
farao parte das representacoes graficas de drvores rubro-negras. N6s pretos serdo representados por circulos pre-
tos e nds vermelhos serdo representados por circulos acinzentados, como mostra a Figura F-1.

1 Arvores rubro-negras foram inventadas por Rudolf Bayer em 1972, mas a tarefa de colori-las coube a Leonidas Guibas e Robert Sedgewick
em 1978 (v. Bibliografia). Segundo Sedgewick, a cor vermelha foi escolhida porque era a melhor cor reproduzida pela impressora a laser
com a qual trabalhavam. Por sua vez, Guibas relata que vermelho e preto eram as cores das canetas que utilizavam enquanto desenhavam
as famigeras arvores.
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. N6 preto
@ Névermelho
B Né nulo

Ficura F-1: Nos Usapos PARA REPRESENTAR ARVORES RUBRO-NEGRAS

A Figura F-2 mostra trés exemplos de drvores rubro-negras. Note que, como ilustra a Figura F-2 (a), uma
drvore rubro-negra pode conter apenas nds pretos. Verifique que as trés drvores da Figura F-2 satisfazem as
cinco regras que definem drvores rubro-negras.

T

Ficura F-2: ExempLos DE ARvoRres RUBRO-NEGRAS

A Figura F-3 mostra trés exemplos de drvores que nao sao consideradas rubro-negras por violarem algumas
das regras que definem essas drvores.

A drvore da Figura F-3 (a) viola a Regra 5, pois o nimero de nés encontrados no caminho até um né nulo
seguindo o filho esquerdo do né contendo a chave 9 é 2 (considerando o préprio né 9 e o né nulo encontrados
nesse caminho). Por outro lado, seguindo o filho direito do né que contém 9 até qualquer filho do né conten-
do 12, o ndmero de nds pretos encontrados ¢ 3. Logo esse é um exemplo de violagao preta. A drvore da Figura
F-3 (b) viola a Regra 4 porque o n6 /7 é vermelho e, portanto, nao poderia ter um filho vermelho. Logo esse
¢ um exemplo de viola¢io vermelha. A drvore da Figura F-3 (c) também contém uma violagao preta (tente

explicar por que).
12
9 20
20
(@ (b) (0

Ficura F-3: VIoLACOES DE REGRAS EM ARVORES RUBRO-NEGRAS

As regras 3 e 4 de definicao de drvores rubro-negras implicam que o menor caminho (i.e., aquele obtido alter-
nando-se nés vermelhos e pretos) é apenas duas vezes maior do que o menor caminho obtido apenas com néds
pretos. Portanto drvores rubro-negras sao razoavelmente balanceadas.

F.2 Insercio

As propriedades de uma drvore rubro-negra sao mantidas durante a inser¢ao de um né fazendo-se com que a
cor do novo no seja vermelha e girando-se ou alterando-se cores de alguns nds quando as regras forem violadas
ap6s a inser¢ao. Inserindo-se sempre nés vermelhos, preservam-se as alturas pretas dos nds da drvore (Regra 5),
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mas pode ocorrer uma violagio vermelha. Se o novo né fosse preto, seria sempre criado um caminho maior
de nés pretos. Portanto o novo né deve ser vermelho, mas assim procedendo, corre-se o risco de uma violagio
vermelha. Mesmo assim, essa abordagem ¢ vantajosa por duas razoes:

1. Existe a chance de nao haver nenhuma violagio.

2. Violagao vermelha é mais ficil de resolver do que violagio preta.
Se o pai de um novo né for preto, nio haverd violagao. Do contrério, havera violagao vermelha e a drvore preci-

sard ser reajustada. A Regra 2 (violagao preta) é violada apenas quando a drvore estd vazia e o novo né se torna
raiz. A Regra 4 (violagao vermelha) é violada quando o pai do novo né ¢ vermelho.

Para determinar se ocorre violagao vermelha apds uma insercao, verifica-se se algum né vermelho no caminho
de inser¢ao (v. Segao 4.4.1) possui algum filho vermelho. Note que, logo apés uma inser¢ao, apenas um filho
de um né vermelho poderd ser vermelho, pois, quando nao, uma violagao vermelha jd teria ocorrido antes e a
drvore em questao nao seria uma 4rvore rubro-negra vélida.

Apés a inser¢ao de um né, existem trés casos de violagao vermelha que serao discutidos em seguida.
F.2.1 Caso 1 de Violacao: Pai e Tio Vermelhos

Nesse caso, o pai ¢ o tio do né recém-inserido sio examinados e, se eles forem vermelhos, o pai deles (av6 do
né recém-inserido) deve ser preto [v. Figura F—4 (a)]. Assim pode-se apenas trocar as cores do avo e dos seus
filhos de maneira que ele se torne vermelho e seus filhos se tornem pretos, como mostra a Figura F—4 (b).

Pai

L N6 recém- inserido

(a) (b)
Ficura F-4: Arvore Rusra-NEGRA: CAso 1 pE VioLAcAo DEvIDO A INSERCAO 1

Como a cor do referido avd passou a ser vermelha, pode ocorrer outra violagio vermelha no préximo nivel
superior da drvore. Quer dizer, como a cor do avd passou a ser vermelha, é possivel que seu pai (que nao apa-
rece na Figura F—4) também seja vermelho e entao ocorre outra viola¢ao vermelha. Portanto apés resolver este
caso, continua-se percorrendo o caminho de inser¢io no sentido inverso (i.e., em dire¢io a raiz) a procura de
novas violacoes.

F.2.2 Caso 2 de Viola¢do: Irmaos com Cores Diferentes e Pai Vermelho

A Figura F-5 mostra a configura¢do de uma drvore rubro-negra apds a inser¢ao de um né contendo 8 como
chave. Nessa situacio, uma mudanga de cor precisa ser efetuada porque a configuragio da subdrvore cuja raiz
¢ 0 né 6 se enquadra no Caso 1 descrito acima. Essa mudanga de cor é mostrada na Figura F-6. Observe
que tal mudanca de cor causa uma viola¢io vermelha envolvendo os nés com chaves 4 e 6. Essa nova violagio
vermelha nio se encaixa mais no Caso 1, de modo que uma mudanca de cores ndo resolve o problema. Isso
ocorre porque se o né com a chave 4 se tornar preto, todos os caminhos que passam por esse n6 até um no
nulo encontrario um niimero de nés pretos maior do que nos caminhos que passam pelo né /. Por exemplo,
a altura preta do né 2 seria 3 passando pelo né I e 4 passando pelo né 4 se esse iiltimo nd fosse preto. A situagio
mostrada na Figura F-6 corresponde exatamente ao Caso 2 e, de acordo com o que foi exposto, alteracio de
cores nio resolve esse caso. Ou seja, esse caso s6 pode ser resolvido por meio de rotagio.
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*1_ Violacao
J vermelha

k/\

N6 recém-
inserido

Ficura F-5: Arvore RuBra-NEGRA: Caso 1 bE VioLAcAo DEvIDO A INSERCAO 2

A rotagio utilizada para resolver o problema especifico ilustrado na Figura F-6 ¢ uma rotacio esquerda sim-
ples do né contendo 4 em torno do né que contém 2, como se vé na Figura F-7. Note que, agora, nio h4 ne-
nhuma violagio preta, pois cada caminho da raiz da subdrvore em apreco, quer pela direita quer pela esquerda,
encontra sempre trés nos pretos.

Observe que, como mostra a Figura F-7, quando ocorre a rotagao esquerda em torno do né contendo 2, o né
que contém 4 torna-se a nova raiz da drvore e o né contendo 2 se torna seu filho vermelho. Note que, agora,
nio hd mais nenhuma violagio vermelha e que todas as alturas pretas sao as iguais. Esse exemplo mostra ainda
por que uma fungio de rotagao simples deve também alterar cores do modo como foi feito nesse exemplo (v.

Secao F.4).

Pai

K\— Violagao

Ficura F-7: Arvore RuBra-NEGRA: Caso 2 pE VioLACAO DEvIDO A INSERCAO 2
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F.2.3 Caso 3 de Violacdo: Irmaos com Cores Diferentes e Pai Preto

O ultimo caso de violagio ocorre quando o pai dos irmaos discutidos no Caso 2 ¢ preto, como mostra a Figura
F-8. Nesse caso, uma rotagio simples nio resolve o problema. E nesse caso que a rotacio dupla, que serd des-
crita na Segao F.4, se faz necessdria para produzir o resultado mostrado na Figura F-10. A Figura F-9 mostra
o resultado apds a primeira dessas rotagdes que compéem a rota¢io dupla mencionada.

Violacao

J vermelha

Rotacao
Esquerda

Rotacao
Direita

Ficura F-9: Arvore RuBra-NEGRA: CAso 3 DE VioLAcAo DEvIDO A INSERCAO 2

Agora, por que esse caso requer uma rota¢iao dupla e nio apenas uma rotacio simples? Para responder essa
questdo, note que a primeira rotagao (v. Figura F-9) aumenta a altura preta da subdrvore esquerda do né con-
tendo 4. Isso poderia introduzir uma violagao preta na drvore. Assim a rotagao dupla ¢ utilizada para evitar que
essa violagao ocorra.

Ficura F-10: Arvore RuBra-NEGRA: Caso 3 DE VioLAacAo DEviDO A INSERCAO 3
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F.2.4 Simetria dos Casos de Violacao

Cada caso descrito acima representa, de fato, dois casos combinados de violago, de modo que, apés a insercio
de um né, existem seis (e nao apenas trés) possibilidades de violagao. A Figura F-11 mostra a simetria do Caso
1 de violagdo descrito acima. Por sua vez, a Figura F-12 mostra a simetria do Caso 2 ¢ a Figura F-13 ilustra
o Caso 3 de violagao. O tratamento de cada par simétrico ¢ similar, de forma que, do ponto de vista pritico,
para implementar a corregio de um componente desse par, basta trocar filho esquerdo por filho direito e rota-
¢ao esquerda por rotagao direita e vice-versa. Isso tornaria a codificagao bastante longa, o que justifica a escolha
da implementacio a ser desenvolvida aqui (v. Se¢ao F.4).

(a) Caso Discutido (b) Caso Simétrico
Ficura F-11: SIMETRIA DO CAso 1 DE VioLAcAo DEvIDO A INSERCAO

Inser¢do em drvores rubro-negras é uma operagao relativamente ficil, se comparada com remogao nessas drvo-
res. Violagao vermelha ¢ razoavelmente simples de testar e corrigir sem causar problemas em niveis superiores
da drvore. Agora, prepare-se, vem af a remogao em drvores rubro-negras...

KN&

Rotagao Direita Rotacao Esquerda
K.x
(a) Caso Discutido (b) Caso Simétrico

Ficura F-12: SIMETRIA DO CAso 2 DE VioLA¢AO DEvIDO A INSERCAO
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(a) Caso Discutido (b) Caso Simétrico

Ficura F-13: SimMETRIA Do CAso 3 DE VioLACAo DEviDO A INSERCAO

F.3 Remocio

Durante uma operagao de inser¢do, pode-se selecionar a cor de um novo né. Nesse caso, uma violagio verme-
lha é forgada e, entdo, corrigida. Tais violagdes vermelhas sdo relativamente ficeis de corrigir. Agora, quando se
remove um nd, ndo se tem a op¢ao de escolher sua cor. Se 0 né removido for vermelho, nao ocorrerd nenhuma
violago. Isso ocorre porque é impossivel introduzir uma violagio vermelha removendo-se um né vermelho de
uma 4rvore rubro-negra vélida. Em outras palavras, como nenhum né vermelho ¢ levado em conta na altura
preta de um né, a remogio de um né vermelho nao tem consequéncia na altura preta de qualquer né. Portanto
a remogao de um né vermelho nio pode violar as regras de uma drvore rubro-negra.

A remogao de um noé preto certamente causard uma violagio preta do mesmo modo que a inser¢io de um né
preto causaria e ¢ por isso que a inser¢do de nds pretos foi evitada. Além de causar violagao preta, a remogio
de um né preto também pode causar uma viola¢io vermelha.

Como foi visto na Se¢ao 4.1.1, se 0 né a ser removido tem apenas um filho nao nulo, ele pode ser substituido
por esse filho. Por outro lado, se 0 né a ser removido nio possui nenhum filho nao nulo, ele pode ser substi-
tuido por um né nulo.

F.3.1 Caso 1: N6 Removido Preto com Filho Vermelho

Se 0 né que serd removido ¢ preto e tem um filho vermelho, pode-se colorir esse filho com preto sem intro-
duzir nenhuma violagao, uma vez que o caso de remo¢io de um né preto foi reduzido ao caso de remogio do
n6 vermelho, que nio causa nenhuma violagao. Esse caso trivial de reajuste, denominado Caso 1, é mostrado

na Figura F-14.

Se 0 né a ser removido possui dois filhos, encontra-se seu sucessor imediato e copia-se seu contetido para o né
a ser removido. Entao usando o procedimento descrito acima, remove-se o referido sucessor, pois sabe-se que
ele tem no mdximo um filho (v. Se¢ao 4.1.1).
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Ficura F-14: Caso 1 pe ReaJusTE Ap6s REMocAo EM ARVORE RUBRO-NEGRA

F.3.2 Caso 2:Irmao Preto e Sobrinho Preto

Se um né ¢ removido, o irmao desse né é preto e seus filhos saio ambos pretos, tem-se um caso relativamente
trivial de resolver, mas que pode se propagar para cima na drvore. Esse caso ¢ ilustrado na Figura F-15, na qual
o no tracejado ¢é aquele que foi removido.

Pk
“a?
Pk
Q-'

m - p

Ficura F-15: Remocio em ARVORE RUBRO-NEGRA 1

Nesse caso, pode-se simplesmente recolorir o irmao do né removido (i.e., 0 né contendo 2) com vermelho sem
introduzir uma viola¢io vermelha, mas ainda existe a possibilidade de que ocorra uma violagio preta porque a
altura preta da subdrvore esquerda do né com contetdo 4 foi diminuida. Isso faz com que ambas as subdrvo-
res do né contendo 4 tenham a mesma altura preta, mas se 0 né com contetdo 4 for raiz de uma subdrvore,
entdo seu pai apresentard uma violagio preta visto que a subdrvore do irmao do né com contetido 4 nao teve
sua altura preta alterada.

Agora, se o pai do n6 removido (o né contendo 4 nesse caso) era originalmente vermelho, pode-se recolorir o
irmao com vermelho, o pai com preto e o servigo estard completo porque as alturas pretas estarao normalizadas
até a raiz da drvore (Exercicio: explique por que). A Figura F-16 mostra essa tltima situagio.

Pk
Q-'

Ficura F-16: Remocio Em ARVORE RUBRO-NEGRA 2
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F.3.3 Caso 3:Irmao Preto e Sobrinho(s) Vermelho(s)

Os casos mais dificeis de correcdo de violagio apds remogao sio aqueles em que o irmdo do né removido é pre-
to e algum ou seus dois filhos sdo vermelhos. Aqui, existem dois subcasos distintos. Se o filho da esquerda do
irmio for vermelho, entdo s6 ¢ necessdrio executar uma rotagio simples. Entretanto o pai poderia ser verme-
lho ou preto. Assim ¢ preciso guardar sua cor para restaurd-la depois, porque a rotagao nio considera as cores
antigas do novo e do antigo pai. Depois da rota¢io, o novo pai é recolorido com sua cor original e seus filhos
se tornam pretos, como mostra a Figura F-17. Nessa figura, o né sem coloragao significa que ele pode ser de
qualquer cor (i. e, sua cor nao importa nesta discusso).

ks
“a?

FiGura F-17: Remocio em ARVORES RUBRO-NEGRAS 3

A dltima alteragdo na configuragio da subdrvore restaura sua altura preta da drvore e nenhum ajuste na drvo-
re serd mais necessario. O mesmo processo ¢ seguido quando o filho da direita do irmao do né removido ¢é
vermelho, exceto que, desta vez, usa-se uma rotagao dupla em vez de uma rotagao simples. As cores finais sao
idénticas, e lembre-se que o filho da esquerda do irmao seria preto nesse caso. Se ele for vermelho, entio a re-

solugao do Caso 2 ¢ aplicada (Figura F-18).

Ficura F-18: Remocio Em ARVORE RUBRO-NEGRA 4

Esses sao os tinicos casos nos quais o irmao do né removido ¢ preto. Se esse irmao for vermelho, a situagao ¢
um pouco pior.

F.3.4 Caso 4: O Irmao do N6 Removido E Vermelho

Cada caso em que 0 né removido possui um irmio vermelho requer pelo menos uma rotagao. Se esse irmao
for vermelho, entiao ambos os seus filhos serdo pretos. Assim pode-se realizar uma rotagao simples, recolorir o
novo pai com preto e recolorir o filho da direita do irmao com vermelho para restaurar a drvore, como mostra

a Figura F-19.

Examinando-se a Figura F-19, vé-se como o procedimento prescrito realmente restaura o balanceamento cor-
rigindo as alturas pretas. Nesse caso, o né contendo 3 se torna vermelho porque ele ¢ o tinico né que se tem
certeza que pode se tornar vermelho sem propagar violagoes.

O segundo caso de irmao vermelho considera o filho nio nulo do irmao. Como esse filho nio é um né nulo,
pode-se simplesmente testar um de seus filhos e agir de acordo com qual deles é vermelho. Se o outro filho for
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vermelho, executa-se uma rotagao dupla, colore-se 0 novo pai com preto, seu filho da direita com preto e seu
filho da esquerda com vermelho, como mostra a Figura F-20. Isso restaura a altura preta da subdrvore direita
sem alterar a altura preta da subdrvore esquerda.

el
“a?

IR 2

el
“a?

Ficura F-19: Remocio Em ARVORE RUBRO-NEGRA 5

el
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N

Ficura F-20: Remocio Em ARVORE RUBRO-NEGRA 6

Quando hé dois nés vermelhos para lidar, torna-se um deles preto apés a rotagao e deixa-se de lado o outro
para evitar violagao da altura preta da subdrvore da qual ele foi removido.

O dltimo caso de violagdo ocorre quando o filho da direita do né contendo 4 ¢é vermelho. Esse caso pode ser
reduzido ao caso anterior por meio de uma rotagao simples do né contendo 3 em torno do né contendo 2 se-
guida de uma rotagao dupla em torno do né contendo 6 (o caso anterior), o que resulta na estrutura desejada,
com as mesmas cores acima (v. Figura F-21).

F.3.5 Violagoes Devido a Insercoes vs. Violagdes Devido a Remocgdes

A Tabela F-1 compara as operagoes de inser¢ao e remogao em drvores rubro-negras em termos de restrutura-
¢a0 apds cada uma delas.

INSERCAO RemocAo

Violagées sao corrigidas por meio de rotagao e coloragio de nés | Idem

Examinam-se as cores dos tios de um né recém-inserido para | Examina-se a cor do irmio do n4 removi-

verificar quando ocorre violagio do para verificar quando ocorre violagio
A principal violagao € a violacao vermelha A principal violagao € a violagao preta
Implementagio € relativamente fécil Implementacao é bem mais complicada

TaBeLa F-1: INsercAo VERsUs REmocAo EM ARVORE RUBRO-NEGRA
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Ficura F-21: RemocAo Em ARvoRE RUBRO-NEGRA 7

F.4 Implementacgao
F.4.1 Tipos

As seguintes defini¢oes de tipos serdo utilizadas nesta implementagio de drvores rubro-negras:
typedef enum {ESQUERDA = 0, DIREITA = 1} tDirecao;
typedef enum {PRETO = 0, VERMELHO = 1} tCor}

typedef struct noRN {

tCor cor; /* Indica se a cor do no */
tConteudo conteudo; /* Conteudo do no */
struct noRN *filho[2]; /* Os filho do no */

} tNoRN;

typedef struct {
tNoRN *raiz; /* Raiz da arvore */
int nNos; /* Numero de nés da arvore */
} tArvoreRN;

A seguinte funcio verifica se 0 n6 cujo enderego ¢é recebido como pardmetro é vermelho:

static int EhVermelho(tNoRN *pNo)

{
return pNo && pNo->cor == VERMELHO;

}

Nio é necessério escrever uma fungio similar a fun¢io EhVermelho() para verificar se um né é preto, pois, se
um né nao ¢ vermelho, ele é preto e vice-versa.

Observacao: Para manter o c6digo mais simples de entender, a implementagio a apresentada nesta se¢ao nio
faz tratamento de exce¢oes com ASSEGURA, como tem sido feito anteriormente e como deveria
ser feito aqui também. Evidentemente, na prdtica, vocé nio deve proceder assim.

F.4.2 Rotacoes

Rotagdes em drvores rubro—negras sdo similares a rotacdes em drvores AVL, mas, aqui, se aproveita a operagao
de rotagao para efetuar alteragdes de cores nos nés que sao protagonistas. Revisando a Segao E.2, vocé enten-
derd a razdo pela qual os nés sio coloridos do modo que sio apés sofrerem rotagoes. Além disso, as quatro ro-
tagoes utilizadas para restaurar drvores rubro-negras sio condensadas em apenas duas rotagoes para simplificar
a codificagdo das operagoes de restauragio da drvore que serdo apresentadas mais adiante.
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Se vocé observar atentamente as fungées RotacaoDireita() e RotacaoEsquerda() apresentadas na Se¢io
4.2, constatard que elas sdo simétricas. Quer dizer, cada uma delas pode ser obtida a partir da outra trocando-
-se esquerda por direita e vice-versa. Assim essas duas fungdes podem ser resumidas numa tnica fungio com
a introdugio de um pardmetro adicional que indica a direcio da rotagio (i.e., se ela é a direta ou a esquerda).

A fun¢io RotacaoSimples() efetua uma rotagio simples sobre um né, representado pelo pardmetro x, de
uma drvore rubro-negra na diregao especificada pelo parAmetro dir. Essa funcio retorna a nova raiz da drvore
apds a rotagdo. Note que, como foi dito acima, assume-se que todos os nds sao vdlidos (i.e., ndo hd tratamento
de exceciao).

static tNoRN *RotacaoSimples(tNoRN *x, tDirecao dir)

{
tNoRN *yj; /* Nova raiz apdés a rotacao */
/* Faz y apontar para o filho da raiz que esta do lado oposto da rotagao */
y = x->filho[!dir];
/* 0 novo filho de x que estara do lado oposto da */
/* rotacao sera o filho de y do lado da rotagao */
x->filho[!dir] = y->filho[dir];
/* 0 filho da nova raiz do lado da rotacao sera a antiga raiz */
y->filho[dir] = x3
y->cor = PRETO; /* A nova raiz sera preta */
/* A antiga raiz sera vermelha para nao causar violagdo preta da nova raiz */
x->cor = VERMELHO;
return y;
}
A Figura F-22 ilustra duas chamadas da funcio RotacaoSimples().
X X
y y

N\ ¥

Rotacao Esquerda Rotacao Direita

D N
| !

¥ b

(a)RotacaoSimples(x, ESQUERDA) (b)RotacaoSimples(x, DIREITA)
Ficura F-22: RotacOEs SimPLES EM ARVORES RUBRO-NEGRAS

As rotagoes duplas de interesse em restauragio de drvores rubro-negras envolvem trés nés denominados avd, pai
e filho devido aos graus de parentesco que mantém entre si de acordo com a terminologia de drvores. Conforme
o nome da rotagdo sugere, numa rotagao dupla ocorrem duas rotagdes: a primeira rotagio ¢ do neto oposto da
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rotacdo em torno de seu pai e a segunda rotacio ocorre entre esse neto e seu avd na diregao especificada pelo
segundo parAmetro. A seguinte fun¢io implementa essa rotacio dupla.

static tNoRN *RotacaoDupla(tNoRN *x, tDirecao dir)

{
/* Efetua uma rotacao em torno do filho oposto de x */
/* na direcdo contraria especificada por 'dir' &/
x->filho[!dir] = RotacaoSimples(x->filho[!dir], !dir);
/* Agora gira o filho */
return RotacaoSimples(x, dir)3
}
A Figura F-23 ilustra duas chamadas da fun¢ao RotacaoDupla().
X X
avo avo
pai pai
neto neto

o9

29

-y

e e

Rotac

Dupla Rotacao Dupla

l

Retorno —» neto Retorno—» neto

pai avod avod pai

(a) RotacaoDupla(x, DIREITA) (b) RotacaoDupla(x, ESQUERDA)

Ficura F-23: Rotacoes DupLas EM ARVORES RUBRO-NEGRAS

F.4.3 Insercao

Antes de implementar a fun¢do que realiza inser¢o e lida com violagoes, lembre-se que um né recém-inserido
nunca ¢é rebalanceado. A fungao apenas retorna o novo né quando ele chega a uma folha e deixa o rebalancea-
mento para os nés acima. Essa fun¢io certifica-se que, se existe uma viola¢io, ela estd na subdrvore. Desse mo-
do, podem-se efetuar as rotagoes sem usar um indicador que sinaliza para o algoritmo que ele deve continuar
efetuando rotacoes para cima. Na realidade, nenhum indicador é necessdrio, pois é possivel fazer mudancas de
cores no caminho de subida da drvore mesmo que apenas uma rotagao simples ou dupla possa ser efetuada.

A funcio, a ser apresentada adiante, que implementa inser¢ao em drvores rubro-negras usa recursao para descer
na drvore até encontrar a folha na qual serd efetuada a inser¢ao. Na fase de decréscimo da fungio, os ponteiros
usados no caminho de inser¢ao (v. Segao 4.4.1) podem ser acessados e usados para corrigir eventuais violagoes.



F.4 Implementacéo | 15

A fungdo InsereRN() apresentada a seguir serve como interface para a func¢io InsereRNRec() que, de fato,
efetua a maior parte da tarefa de inser¢io de um né numa drvore rubro-negra com os eventuais ajustes que
sejam necessdrios na drvore. Os parAmetros da fungio InsereRN() representam a drvore rubro-negra na qual
serd feita a inser¢io e o contetido do né que serd inserido. Essa fun¢do retorna 1, se a insercdo for bem-sucedi-
da ou 0, em caso contrdrio.

int InsereRN(tArvoreRN *arvore, const tConteudo *conteudo)

{
tNoRN *p3
/* De fato, quem faz a +insercao é a funcdo InsereRNRec()*/
p = InsereRNRec(arvore->raiz, conteudo)}
/* Altera a raiz da arvore apenas se ocorreu insergao */
if (p) {
/* Altera a raiz da arvore para refletir a insergao */
arvore->raiz = pj
arvore->raiz->cor = PRETO; /* Assegura que a raiz é preta */
++arvore->nNos; /* Mais um né foi 1inserido */
}
return p 2 1 : 03
}

A funcio InsereRNRec() que efetivamente efetua a inser¢do de nds e eventuais corre¢des em drvores rubro-
-negras ¢ definida a seguir. Essa fun¢io tem como pardmetros a raiz da drvore rubro-negra na qual serd feita a
inser¢do e o conteudo do né que serd inserido. Ela retorna o endereco da raiz da drvore apds a inserc¢io, se a
insercdo for bem-sucedida ou NULL, em caso contrdrio. A inser¢ao é malsucedida quando a chave do novo né
j4 existe na drvore, pois a chave ¢ considerada primdria.

static tNoRN *InsereRNRec(tNoRN *raiz, const tConteudo *conteudo )
{

tDirecao dir; /* Direcao (esquerda/direita) de descida */

int comparaj /* Resultado de comparacao de chaves */

/* Se a arvore estiver vazia, cria uma raiz e retorna-a */
if (!raiz)
return NovoNoRN(conteudo) ;

/* Compara a chave a ser inserida com a chave que se encontra na raiz */
compara = strcmp(raiz->conteudo.chave, conteudo->chave)}

/* Se a chave ja existir, ela nao sera inserida, pois ela é primaria */
if (!compara)
return NULL; /* Chave ja existe */

/* */
/* E preciso descer na arvore para encontrar o local da +insercédo */
/* */
/* 'dir' dindicara se a descida sera pela esquerda */
/* (dir = 0) ou pela direita (dir = 1) 2y

dir = (tDirecao) (compara < 0);

/* Chamada recursiva para insercdo a direita ou esquerda de uma folha */
raiz->filho[dir] = InsereRNRec(raiz->filho[dir], conteudo);

/* Se for necessario corrigir alguma violagcao, */
/* a correcdo ocorrera na instrucado if a seguir */
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/* Verifica se o né 1inserido ainda é vermelho */
if (EhVermelho(raiz->filho[dir])) {
/* Verifica se o irmdo do noé inserido é vermelho */
if (EhVermelho(raiz->filho[!dir])) {
/* Caso 1 de violagdo. Esse caso é corrigido por */
/* meio de troca de cores entre pai e filhos */
raiz->cor = VERMELHO; /* Pai se torna comunista */

/* Filhos se tornam pretos */
raiz->filho[ESQUERDA]->cor = PRETO;
raiz->filho[DIREITA]->cor = PRETO;
} else {
/* Casos 2 e 3 de violagdo. Aqui, apenas rotagcdes resolvem. */
if (EhVermelho(raiz->filho[dir]->filho[dir])) {

/* 0 filho esquerdo do filho esquerdo ou o filho direito do filho */

/* direito é vermelho. Uma simples rotagcdo na direcdo contraria

/* resolve essa violagao.
raiz = RotacaoSimples(raiz, !dir);
} else if (EhVermelho(raiz->filho[dir]->filho[!dir])) {
/* 0 filho direito do filho esquerdo ou o filho esquerdo do */
/* filho direito é vermelho. Uma rotagdo dupla na diregdo */
/* contraria resolve essa violagéao. */
raiz = RotacaoDupla(raiz, !dir);

}

return raiz;

}

E recomenddvel que vocé explore um exemplo que considere todos os casos de violagio para entender como a
funcio InsereRNRec() funciona. Assim sugere-se que use um nimero razodvel de chaves escolhidas ao acaso

e execute manualmente a referida funcao.

F.4.4 Remocao

A fun¢io RemoveRN () remove de uma drvore rubro-negra um né que contém a chave especificada como para-
metro. Os parAmetros dessa fungio representam a drvore rubro-negra na qual serd feita a remocao e a chave do
né que serd removido. Essa fungio retorna 1, se a remogao for bem-sucedida ou 0, de outro modo. Note que
a raiz é colorida com preto ao final se a drvore nao for vazia. Observe ainda que essa fun¢io usa duas varidveis

indicadoras que sao passadas como parimetros para a fungao RemoveRNRec () (v. adiante):

B concluido — essa varidvel indicard se serd necessario checar possiveis violagdes (concluido igual a 0)
ou ndo (concluido igual a 1). Em principio, supoe-se que hd violagdes. As funcdes RemoveRNRec () e
CorrigeRemocao() (v. adiante) confirmario ou nio essa suposi¢ao. Esse indicador é necessdrio para
informar a funcio que reajusta a drvore rubro-negra apés uma remogio quando ela deve encerrar os

reajustes na arvore.

B  houveRemocao — essa varidvel indicard se houve de fato remogao apdés uma chamada da funcio

RemoveRNRec ().

int RemoveRN(tArvoreRN *arvore, tChave chave)

{

*/
*/

int concluido = 0, /* Indicara se sera necessario checar possiveis violagées */

/* (concluido = 0) ou nao (concluido = 1). Em principio,
/* supde-se que sim. RemoveRNRec() confirmara ou nao
/* essa suposicgao

*/
*/
*/
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houveRemocao = 0; /* Indicara se houve remogao */

/* Chama a fung¢do que realmente efetua a remocao */
arvore->raiz = RemoveRNRec( arvore->raiz, chave, &concluido, &houveRemocao );

/* A raiz da arvore deve ser preta */
if (arvore->raiz)
arvore->raiz->cor = PRETO;

return houveRemocao;

A fungio recursiva RemoveRNRec (), que efetivamente realiza a remogao de nds e eventuais corregoes em drvo-
res rubro-negras, ¢ definida a seguir. Ela retorna o endereco da raiz da drvore apds a remogao, se a remogao for
bem-sucedida ou NULL, se a drvore tornar-se vazia. Os parimetros dessa fun¢io sao:

B raiz (entrada/saida) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a remogio; é importante ob-
servar que esse parametro pode ser alterado

B chave (entrada/saida) — chave do né a ser removido

B concluido (entrada/saida) v indica se a drvore precisard ser reajustada

B removido (entrada/saida) — indica quando ocorre remogao

static tNoRN *RemoveRNRec(tNoRN *raiz, tChave chave, int *concluido, int *removido)

{

tNoRN *sucessor, /* Apontara para o sucessor de um né */
*novaRaiz; /* Um ponteiro auxiliar */

tDirecao dir; /* Direcdo (esquerda/direita) de descida */

int compara; /* Resultado de comparacao de chaves */

if (!raiz) { /* Arvore vazia */
*concluido = 1; /* Nao ha mais o que fazer */
} else {
/* Compara a chave do né corrente com a chave do né a ser removido */
compara = strcmp(raiz->conteudo.chave, chave);

/* Verifica se a chave foi encontrada */
if (!compara) { /* Chave encontrada */

if (!raiz->filho[ESQUERDA] || !raiz->filho[DIREITA]) {

/* */

/* Caso trivial: O né ndo tem filho ou tem apenas um filho */

/* */
/* Faz 'novaRaiz' apontar para o filho direito da raiz se o *x/
/* filho esquerdo for NULL. Se o filho esquerdo da raiz nao for */
/* NULL, 'novaRaiz' apontara para ele. Se os 2 filhos forem *x/
/* NULL, 'novaRaiz' também sera NULL. “/

novaRaiz = raiz->filho[!raiz->filho[ESQUERDA]];

/* Se a nova raiz for vermelha, torna-a preta */
if (EhVermelho(novaRaiz)) {
/* Lembre-se que nés nulos sdo pretos. Entdao nao ha */
/* possibilidade de corrupcdao de meméria aqui. *x/
novaRaiz->cor = PRETO;

}
free(raiz); /* Libera a antiga raiz */
*concluido = 1; /* Nao ha mais nenhuma correcao a ser feita */

return novaRaizj /* Retorna a nova raiz */
} else { /* 0 né tem dois filhos */
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/*** Encontra o sucessor do né ***/

/* Primeiro, desce-se até o filho direito */
sucessor = raiz->filho[DIREITA];

/* Agora, desce-se sempre a esquerda até encontrar uma folha */
while (sucessor->filho[ESQUERDA])
sucessor = sucessor->filho[ESQUERDA];

/* Sucessor encontrado */

/* Copia o conteudo do sucessor para o né que seria removido */
raiz->conteudo = sucessor->conteudo;

/* Copia a chave do sucessor para a chave do né a ser removido */
strcpy(chave, sucessor->conteudo.chave);

}

*removido = 1; /* Houve remogao */
}
/* */
/* A chave ainda ndo foi encontrada e a busca continua */
/* */

/* Obtém a direcdo da descida (0 = esquerda; 1 = direita) */
dir = compara < 03

/* Efetua a remogdo na subarvore indicada por 'dir' */
raiz->filho[dir] = RemoveRNRec(raiz->filho[dir], chave, concluido, removido);

/* Efetua eventuais correcdes de violagdes */

/* se o parametro 'concluido' assim indicar */
if (!*concluido)

raiz = CorrigeRemocao(raiz, dir, concluido);

}

return raiz;

}

Como a fun¢io RemoveRNRec () remove apenas nds sem dois filhos, deve-se alterar o indicador representado
pelo pardmetro concluido apenas depois de uma remogio de né vermelho ou se o Caso 1 for aplicavel. De
outro modo, esse parAmetro serd alterado pela fungao CorrigeRemocao() (v. adiante).

A fungao CorrigeRemocao(), que é chamada por RemoveRNRec (), lida com todos os casos de violagio que
possam surgir apds a remogao de um né preto de uma drvore rubro-negra. A fun¢io CorrigeRemocao(),
apresentada a seguir, corrige eventuais violagoes ocorridas numa remogao de né de uma drvore rubro-negra.
Os pardmetros dessa func¢io sio:

B raiz (entrada) — ponteiro para a raiz da drvore na qual serd feita a correcio
B dir (entrada) — direcao (esquerda/direita) da corregao

B concluido (entrada/saida) — indica quando a corregdo estd concluida

A referida fungao retorna o endereco da raiz da drvore apds passar pelas devidas corregoes.

static tNoRN *CorrigeRemocao(tNoRN *raiz, tDirecao dir, int *concluido)
{
tNoRN *pai = raiz,
*filho = raiz->filho[!dir],
*r-;
tCor guardaCorj /* Guarda a cor de um né */
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/* Determina qual é o caso de violagdo e o corrige */
if (filho && !EhVermelho(filho)) {

/* Casos de 1irmao preto */

if (!EhVermelho(filho->filho[ESQUERDA]) && !EhVermelho(filho->filho[DIREITA])){
if (EhVermelho(pai))

*concluido = 1;

pai->cor = PRETO;
filho->cor = VERMELHO;

} else {
guardaCor = raiz->cor;

if (EhVermelho(filho->filho[!dir]))
pai = RotacaoSimples(pai, dir);
else
pai = RotacaoDupla(pai, dir);

pai->cor = guardaCor;
pai->filho[ESQUERDA]->cor = PRETO;
pai->filho[DIREITA]->cor = PRETO;
*concluido = 13

}

} else if (filho->filho[dir] != NULL) {

/* Casos de +irmdo vermelho */

r = filho->filho[dir];

if (!EhVermelho(r->filho[ESQUERDA]) && !EhVermelho(r->filho[DIREITA])) {
pai = RotacaoSimples(pai, dir);
pai->filho[dir]->filho[!dir]->cor = VERMELHO;
} else {
if (EhVermelho(r->filho[dir]))
filho->filho[dir] = RotacaoSimples(r, !dir);

pai = RotacaoDupla(pai, dir);
filho->filho[dir]->cor = PRETO;
pai->filho[!dir]->cor = VERMELHO;
}
pai->cor = PRETO;
pai->filho[dir]->cor = PRETO;

*concluido = 1;

}

return pai;

}

A fungido CorrigeRemocao() nio ¢ tao longa como em algumas implementagoes de drvores rubro-negras. A
economia de c6digo ¢ obtida notando-se similaridades entre os casos e atribuindo-se cores fora dos casos para
evitar repeti¢ao de codigo. Para um melhor entendimento dessa fun¢io, compare os casos descritos na Se¢ao
E.3 com suas tradugdes no cédigo.

F.4.5 Implementac6es Ascendente e Descendente

Tanto na operagio de inser¢io quanto na operagio de remogio, reajustes podem ser necessdrios para resolver
possiveis violagoes. Como foi visto nas segoes anteriores, esses reajustes fazem com que os nds que constituem
os caminhos de inser¢do ou remogao fossem visitados no sentido inverso (i. e, para cima, em dire¢io a raiz da
drvore). Essas operagoes de ajuste sao denominadas ascendentes exatamente porque elas sobem na drvore em
dire¢io 2 raiz.
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Existe outra forma de corrigir eventuais violagdes de uma drvore rubro-negra apés inser¢ao ou remogio, que ¢
denominada descendente. Essa forma de ajuste é preventiva (em vez de corretiva), pois ela tenta assegurar que
uma inser¢ao ou remog¢ao nio causa viola¢io, em vez de permitir que ela possa ocorrer para entio corrigi-la.

Nesta se¢do optou-se pela implementagio corretiva que é mais ficil de entender e implementar e, portanto, ¢
mais diddtica.

F.5 Avaliagao

LemaF.1: Qualquer drvore rubro-negra com raiz  tem pelo menos 247" — I nés nao nulos, sendo que AP(7)
¢ a altura preta da drvore.
Prova: A prova serd feita por indugio sobre a altura preta da drvore cuja raiz é .
Base da inducgéo. Se AP(r) = 0, tem-se que 1 deve ser 0, pois, nesse caso, ndo hd né interno. De fato
2"—1 =0, o que prova a base da indugio.
Hipétese indutiva. Suponha que o lema vale para AP(7) < k.

Conclusao. Deve-se mostrar que o lema vale para AP(r) =k + 1. Se AP(r) = k, cada subdrvore de r
tem altura preta k — /. Logo, usando-se a hipétese indutiva, o nimero minimo de nés dessa drvore é

dado por:
b U B Y S T e (S
Isso mostra que o lema vale para AP(r) =k + 1. ]
LemaF.2: Scja a a altura de uma drvore rubro-negra cuja raiz é r. Entao AP(r) > a/2.

Prova: Se existir um né vermelho no caminho desde a raiz até uma folha, deve haver um né preto correspon-
dente. (De outra maneira, haveria dois n6s vermelhos seguidos nesse caminho, o que contraria a Regra
4). Portanto pelo menos a metade dos nds nesse caminho deve ser preta e, assim, AP(r) > a/2. ]

Teorema F.1: Qualquer drvore rubro-negra com n nés nio nulos possui altura a tal que: a < 2-log, (n + 1).

Prova: Seja a a altura de uma drvore rubro-negra com raiz . De acordo com o Lema E1, n > 2477 — [ ¢, de
acordo com o Lema E2, AP(r) > a/2. Portanto tem-se que:

n > 240 _ | >
nzza@f] =
n+1>27" =3
log,(n + 1) >a/2 =

a<2log,n+1) m
Corolario F.1: A altura de qualquer drvore rubro-negra com n nés ¢ O(log n).

Prova: A luz do Teorema E1, a prova ¢é trivial. ]

Em consonancia com o Coroldrio E.1 e com o que foi exposto na Se¢ao E5, qualquer operacio bésica sobre
uma 4rvore rubro-negra tem avaliagio temporal O(log n).

Como foi visto na Se¢ao 4.2, rotacoes alteram apenas alguns poucos ponteiros, de modo que o custo temporal
¢ O(1). O custo temporal de uma alteragio de cor de algum né também ¢é obviamente O(1). Portanto o custo
de reestruturagio de um tnico né de uma drvore rubro-negra tem custo temporal O(7). O ntimero maximo de
operagoes de recoloracio de nds apds uma insergao ¢ igual a altura madxima de uma drvore rubro-negra. Assim,
de acordo com Teorema E.1, o nimero mdximo de tais operagoes ¢ menor do que ou igual a 2-log, (n + 1).
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Arvores AVL e drvores rubro-negras permitem que todas as operagoes bédsicas em tabelas de busca tenham custo
temporal O(log n). Arvores AVL sio mais balanceadas do que drvores rubro-negras, mas requerem mais rota-
¢oes em operagoes de inser¢ao e remogao. Portanto se houver mais inser¢oes e remogoes do que busca, ¢ melhor
usar drvores rubro-negras. De outra forma, ¢ melhor usar drvores AVL.

Como a altura de uma drvore rubro-negra com n nés é O(log n), a fungao RemoveRN() sem a chamada de
CorrigeRemocao() tem custo temporal O(log n). No interior de CorrigeRemocao (), cada um dos casos de
corre¢io termina apds executar um ndimero constante de alteragoes de cor e no méximo trés rotagoes. O Caso
3 ¢ o Unico caso no qual o lago while pode ser repetido e entdo o ponteiro pai move-se para cima da drvore
no miximo O(log n) vezes, sem executar nenhuma rotagio. Assim a fun¢io CorrigeRemocao() tem custo
temporal O(log n) e executa no mdximo trés rotagdes, de forma que o custo temporal de RemoveRN() tam-

bém é O(log n).

Resumindo, em termos de eficiéncia, os prds e contras de drvores rubro-negras sao quase os mesmos de drvores
AVL. Em termos de custo de implementacio, apesar de serem um pouco complicadas, drvores AVL levam uma
enorme vantagem com relacio a drvores rubro-negras, pois as regras que definem uma drvore AVL sio bem mais
simples do que aquelas que definem drvores rubro-negras. A esta altura, o leitor que chegou até aqui talvez se
sinta muito frustrado exatamente por té-lo feito. Se vocé se sente assim, talvez fique consolado pelo fato de o
autor também se sentir assim. E provével que o grande atrativo para drvores rubro-negras, seja exatamente seu
nome exdtico. Afinal, quem nio se sente atraido por uma estrutura de dados colorida?

F.6 Comparando Arvores Binarias de Busca [Revisita]

Este livro discutiu quatro tipos de drvores bindrias de busca:
[1] Arvore bindria de busca ordinéria (v. Segdo 4.1)
[2] Arvore AVL (v. Secao 4.4)
[3] Arvore rubro-negra (presente apéndice)

[4] Arvore afunilada (v. Segdo 4.5)

Cada abordagem de implementacao de drvore bindria de busca possui vantagens e desvantagens dependendo
do contexto no qual elas sdo utilizadas. Esta se¢ao indica em que situagdo cada uma delas é a mais apropriada.

Atualmente, 4rvores bindrias de busca ordindrias sao usadas apenas com o propésito didético, pois, além de se-
rem mais fceis de implementar, elas servem como base para implementagoes mais sofisticadas e complicadas.

Em qualquer implementagio de tabela de busca, o que importa ¢ o custo com que as operagdes bdsicas de
busca, inser¢ao e remogao sao executadas. Mas deve-se ainda levar em consideracio a dificuldade com que um
programador se depara durante a prépria implementagio.

O foco de drvores afuniladas ¢ em cada né individualmente, enquanto que, em drvores balanceadas, o foco ¢
na altura da drvore constituida pelo conjunto de nés. Quer dizer, o enfoque da técnica de afunilamento é nos
elementos em si e nao no formato da drvore de busca. Essa técnica funciona bem quando alguns elementos
s40 acessados com muito mais frequéncia do que outros. Se elementos préximos da raiz forem acessados com
a mesma frequéncia com que elementos em niveis bem mais baixos sio acessados, entao drvore afunilada nao ¢
uma boa escolha para tabela de busca. Nesse caso, ¢ melhor utilizar uma drvore com autobalanceamento (i.e.,
drvore AVL ou rubro-negra).

Na Secao E.5, foi visto que, em termos de custos temporal e espacial, drvores AVL e drvores rubro-negras sao
equipardveis, mas a implementagio de drvores rubro-negras ¢ indubitavelmente bem mais complicada do que
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a implementacdo de drvores AVL. Assim ¢ melhor usar a Navalha de Occam (o Principio da Parciménia) ¢
ficar distante de drvores rubro-negras.

A titulo de comparagio, a Tabela F-2 mostra as alturas das drvores bindrias de busca criadas para o arquivo
CEPs.bin descrito no Apéndice A. Como esse arquivo possui 673.580 registros, a profundidade (ideal) de uma
drvore perfeitamente balanceada seria igual a 20 (i. e, log, 673580), que, conforme foi discutido na Se¢ao 4.4,
nao faz sentido tentar obter na prética.

ABORDAGEM PROFUNDIDADE DA ARVORE

ARvORE BINARIA ORDINARIA 3.376
Arvore AVL 24
Arvore RUBRO-NEGRA 27
ARVORE AFUNILADA 445

TaBeLA F-2: DesempenHo DE ARvVORES BINARIAS DE Busca com o Arquivo CEPs.BIN

A Tabela F-2 mostra que os resultados relativos obtidos condizem com a expectativa. Ou seja, era esperado que
uma 4rvore bindria ordindria fosse bastante desbalanceada, visto que muitas chaves (CEPs) no arquivo CEPs.bin
estao ordenadas. Por outro lado, o fato de a drvore AVL e a drvore rubro-negra possuirem alturas proximas da
profundidade ideal, com pequena vantagem para a drvore AVL, também era esperado. Enfim a implementagao
de tabela de busca com 4rvore afunilada parece ruim, visto que a profundidade dessa drvore ¢ cerca de 20 vezes
maior do que a profundidade ideal. Mas novamente, lembre-se que drvore afunilada nao ¢ drvore balanceada,
de forma que uma profundidade ainda maior do que essa ainda seria aceitdvel.

A andlise amortizada de drvores afuniladas, apresentada no Capitulo 5, garante que m operagdes consecutivas
sao executadas com custo temporal miximo O(m-log n), mas essa garantia nio exclui a possibilidade de uma
tinica operagio ter custo temporal O(n). Portanto embora essa garantia de custo temporal nio seja tao enfética
quanto nos casos de drvores AVL ou rubro-negras, que apresentam custos temporais O(log n) no pior caso, o
desempenho liquido de drvores afuniladas quando se considera uma sequéncia de operagoes ¢ o mesmo exibi-
do por drvores balanceadas.

F.7 Checando Arvores Rubro-negras

Problema: Escreva uma fungao que verifica se uma drvore supostamente rubro-negra é realmente uma rvore
rubro-negra.

Solugao: A seguinte defini¢ao de tipo enumeracao facilitard o entendimento da fungio solicitada.

typedef enum { VIOLACAO_NENHUMA = 1, VIOLACAO_ARVORE_DE_BUSCA,
VIOLACAO_VERMELHA, VIOLACAO_PRETA } tViolacao;

A funcio EhRubroNegra() verifica se uma drvore supostamente rubro-negra é realmente rubro-negra. Seu
Gnico parimetro ¢ um ponteiro para a raiz da drvore e ela retorna um valor do tipo tViolacao indicando se
ocorreu alguma violagio das regras de definigio de drvores rubro-negras.

static tViolacao EhRubroNegra(tNoRN *raiz)
{
int alturaEsq,
alturaDir;
tNoRN *noEsquerda,
*noDireita;

/* Se a arvore estiver vazia, ela é rubro-negra */
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if (lraiz)
return 1;

noEsquerda = raiz->filho[0];
noDireita = raiz->filho[1];

/* Checa violagao vermelha */
if (EhVermelho(raiz))
if (EhVermelho(noEsquerda) || EhVermelho(noDireita))
return VIOLACAO_VERMELHA;

alturaEsq = EhRubroNegra(noEsquerda);
alturaDir = EhRubroNegra(noDireita);

/* Checa alturas pretas */
if (alturaEsq && alturaDir && alturaEsq != alturaDdir)
return VIOLACAO_PRETA;

/* Conta apenas nés pretos */
if (alturaEsq && alturaDir)
return EhVermelho(raiz) ? alturaEsq : alturaEsq + 13}
else
return VIOLACAO_PRETA;
}

A fungio EhRubroNegra() ¢ relativamente simples. Ela visita cada né na drvore e executa certos testes no nd
e em seus filhos. O primeiro teste é para verificar se um né vermelho tem filhos vermelhos. O segundo teste
assegura que a drvore ¢ uma drvore de busca bindria vélida. O dltimo teste conta os nds pretos ao longo de um
caminho e assegura que todos os caminhos tém a mesma altura preta.

A funcio AvaliaArvoreRubroNegra() chama EhRubroNegra () para testar uma arvore rubro—negra e apresenta
o resultado na tela. Os paridmetros da fun¢io AvaliaArvoreRubroNegra(), que serd apresentada adiante sdo:

B arvore (entrada) — ponteiro que representa a drvore

B compara (entrada) — ponteiro para uma fungao que compara conteidos dos nés de acordo com o
mesmo critério de comparagio de gsort()

int AvaliaArvoreRubroNegra(tArvoreRN *arvore, tCompara compara)

{

tViolacao resultado;

/* Checa se a arvore é uma arvore binaria de busca */
if (!EhArvoreBinDeBuscaRN(arvore->raiz, compara))
resultado = VIOLACAO_ARVORE_DE_BUSCA;
else
resultado = EhRubroNegra(arvore->raiz);

switch (resultado) {
case VIOLACAO_VERMELHA:
puts("\n\t>>> Ocorreu uma violacao vermelha <<<");
return 03

case VIOLACAO_PRETA:
puts("\n\t>>> Ocorreu uma violacao preta <<<")j;
return 03

case VIOLACAO_ARVORE_DE_BUSCA:
puts("Essa nao e' uma arvore binaria de busca <<<<");
return 03
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default:
puts( "\n\t>>> Essa e' uma legitima arvore rubro-negra <<<" );
return 1;

A fungio AvaliaArvoreRubroNegra() chama EhArvoreBinDeBuscaRN() para checar se a drvore recebida como

pardmetro ¢é de fato uma drvore de busca. Essa tltima fun¢io é semelhante a funcio EhArvoreBinDeBusca()
apresentada na Segao 4.7.3.

F.8 Exercicios de Revisao

1.

2.
3.

4.
5.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

Quais sdo as regras que uma drvore bindria de busca deve obedecer para ser considerada uma drvore
rubro-negra?

Explique o que coloragio de nés em drvores rubro-negras tem a ver com o balanceamento dessas drvores.
(a) Existe alguma drvore rubro-negra contendo apenas nés pretos? (b) Existe drvore rubro-negra contendo
apenas nos vermelhos? Explique seu raciocinio.

Se os nés de uma drvore rubro-negra podem ser todos pretos, por que existem nés vermelhos?

A ordem com que um conjunto de chaves ¢ inserido numa drvore rubro-negra influencia a eficiéncia das
operagdes bdsicas sobre essa drvore?

(a) O que ¢ caminho de inser¢ao? (b) O que é caminho de remogao? (c) O que é caminho inverso de in-
ser¢do? (d) O que é caminho inverso de remogao?

Mostre que, numa drvore rubro-negra, o maior caminho de um né para uma folha tem comprimento, no
méximo, igual a duas vezes o tamanho do menor caminho desse né para uma folha.

(a) Desenhe uma drvore rubro-negra cujos nds possuam balanceamento de uma 4rvore AVL. (b) Desenhe
uma drvore rubro-negra cujos nés nao possuam balanceamento de uma drvore AVL.

(a) Qual é o maior nimero de nds nao nulos de uma drvore rubro-negra com altura preta igual a /. (b)
Qual ¢ 0 menor niimero possivel de nds nesse caso?

Quais sdo as propriedades que podem ser violadas logo apds a inser¢ao de um novo né numa drvore
rubro-negra?

Suponha que os nés de uma drvore rubro-negra contenham apenas chaves inteiras cujos valores sao: 10,
20, 30, 40, 50, 60, 70 e 80. Desenhe essa drvore quando os nds sio inseridos nessa mesma ordem.
Atribua uma cor para cada né da drvore rubro-negra da figura abaixo. (Os nés nulos j4 estao coloridos.)

Mostre que, se uma drvore bindria de busca é constituida por trés nés que formam uma cadeia, como nas
figuras abaixo, ela ndo pode constituir uma drvore rubro-negra para quaisquer cores que sejam atribuidas
aos seus nos.



14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.
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(a) Apresente a drvore resultante da inser¢io de um né com contetido 27 na drvore rubro-negra ilustrada
na figura abaixo. (b) Que tipo de violagio ocorre logo apés essa inser¢ao?

(a) Apresente a 4rvore resultante da remogao do né contendo a chave /2 na drvore rubro-negra ilustrada
na figura do exercicio 14. (b) Que tipo de violagio ocorre logo apés essa remogao?

(a) Apresente a drvore resultante da remogao do né contendo a chave 25 na drvore rubro-negra ilustrada
na figura do exercicio 14. (b) Ocorre alguma violagio apds essa remogao?

Por que se o n6 removido numa drvore rubro-negra for vermelho, nio ocorrerd nenhuma violagao?

Por que se diz que drvore rubro-negra é uma drvore com autobalanceamento se a definigao de drvores dessa
natureza sequer menciona balanceamento?

(a) O que é altura preta de um né? (b) Qual é a altura preta de cada né da drvore rubro-negra da figura abaixo?

Defina: (a) violagdo preta e (b) violagao vermelha.

Quando o né contendo a chave /7 ¢ inserido na drvore da figura abaixo, uma das regras que definem uma
drvore rubro-negra ¢ violada. (a) Qual ¢ essa regra? (b) Essa viola¢ao correspondente a qual dos casos na
Se¢io E.2? (c) Como essa violagao ¢é corrigida?
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22. Na figura abaixo, um né com chave igual a 20 ¢ inserido, o que faz com que a drvore rubro-negra se torne
invalida. (a) Que violagio ¢é essa? (b) Como corrigi-la?

23. Na drvore rubro-negra da figura (a) abaixo, ¢ inserido um né com chave igual a /9. De acordo com o pro-
cedimento descrito na Se¢ao E.2, a drvore resultante é aquela mostrada na figura (b) abaixo. Descreva as
operagoes efetuada para a obtenc¢do dessa tltima 4rvore.

(@ (b)
24. O n6 contendo a chave 23 acaba de ser inserido na 4rvore ilustrada na figura (a) abaixo. Como, apds essa
insercdo, esta drvore ¢ reestruturada para resultar na 4rvore ilustrada na figura (b) abaixo?

(@ (b)
25. Na figura a seguir a drvore rubro-negra ilustrada era vilida antes da inser¢ao do né contendo a chave 21. (a)
Que tipo de violagao ocorreu com essa drvore para torni-la invdlida apéds a inser¢io desse né? (b) Mostre
como corrigir essa drvore de modo a tornd-la uma drvore rubro-negra vélida novamente.
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26. Desenhe a drvore rubro-negra resultante da inser¢ao (nesta ordem) dos nés contendo as chaves 70, 20, 30
e 17, considerando que drvore estd inicialmente vazia.

27. Desenhe a drvore rubro-negra resultante da inser¢io (nesta ordem) dos nés contendo as chaves 4, 3, 6, 7,
11,5, 8 ¢ 9, considerando que drvore estd inicialmente vazia.

28. Apresente a drvore resultante da inser¢ao dos nés contendo as chaves 12, 22, 32 e 15, nessa ordem, na dr-
vore rubro-negra da figura abaixo.

29. Por que é impossivel que a remogao de n6 vermelho cause uma violagao das regras para drvores rubro-negras?

30. Uma drvore rubro-negra contém apenas nés pretos. Qual é o formato dessa drvore?

31. (a) Que tipo de violagio ocorre apds a remogao do né contendo a chave /7 na figura abaixo? (b) Como
essa violagao pode ser corrigida?

32. (a) Que tipo de violagao ocorre apds a remogao do né contendo a chave 23 na figura abaixo? (b) Como
essa violagao pode ser corrigida?

33. (a) Que tipo de violagio ocorre apds a remogiao do né contendo a chave 21 na figura abaixo? (b) Como
essa violagao pode ser corrigida?
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34.

35.

36.
37.
38.
39.
40.

41.

42.
43.

44,
45,
46.
47.
48.
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10 [@ 21

Uma maneira alternativa de implementacio de drvores rubro-negras pode utilizar, na defini¢io do tipo de
n6, um campo adicional que armazena um ponteiro para o pai de cada né. Esse campo permite acessar
nés em niveis superiores ap6s uma inser¢io ou remo¢ao de modo a corrigir eventuais violagdes. (a) Qual
¢ a desvantagem dessa abordagem? (b) Qual ¢ a vantagem dessa abordagem?

Existe outra alternativa de implementacio de operagoes de inser¢io e remogio em drvores rubro-negras
que nio usa recursio ou campo adicional. Como ¢ essa implementagio?

Descreva os casos de violacao de regras de drvores rubro-negras devido a uma insergao.

Para que serve o tipo tD1irecao usado na implementacio de drvores rubro-negras?

Por que a fun¢io RotacaoSimples () altera as cores dos nds participantes de uma operagio de rotagio?
A fungio RotacaobDupla() altera a cor de algum né?

Por que existem duas fungoes para efetuar rotagoes simples em nés na implementagio de drvores AVL e
apenas uma fungio com a mesma finalidade na implementagao de drvores rubro-negras?

Por que ¢ mais complicado corrigir violagoes devido a remogao do que violagoes devido a inser¢io em dr-
vores rubro-negras?

Descreva as implementagoes ascendente e descendente de drvores rubro-negras.

Por que cada novo né a ser inserido numa drvore rubro-negra possui inicialmente a cor vermelha (e nio
preta)?

Por que a remogio de um né vermelho nunca viola as regras de defini¢ao de drvores rubro-negras?

Por que a remogio de um né preto pode causar uma violagao vermelha?

Suponha que todos os nés de uma drvore rubro-negra sejam pretos. Qual deverd ser o formato dessa drvore?
Apresente uma comparagio entre drvores AVL e drvores rubro-negras.

Como se verifica se uma drvore bindria pode ser classificada como uma drvore rubro-negra?

O Exercicios de Programacéo

EP1Uma maneira alternativa de implementagio de drvores rubro-negras utiliza, na definicio do tipo de né,

um campo adicional que armazena o pai de cada né. Esse campo permite subir na drvore apés uma in-
ser¢ao ou remogio de modo a corrigir eventuais violagoes. Implemente fungées que efetuem insergao e
remogao em drvores rubro-negras usando essa abordagem.

EP2Acrescente instrugoes de tratamento de excegdo as funcoes de implementagio de drvores rubro-negras

F.

1.
2.

apresentadas na Secao F.4.

10 Respostas e Sugestdes para os Exercicios de Revisiao

Consulte a Se¢ao E.1.
Formalmente, consulte a Segao E.5. Informalmente, a Regra 5 assegura que uma drvore rubro-negra que
nao contém nenhum né vermelho é balanceada, pois cada caminho da raiz até uma folha contém o mesmo



N awm

F.10 Respostas e Sugestdes para os Exercicios de Revisdo | 29

numero de nds pretos. Acrescentando-se nds vermelhos, a Regra 4 garante que num caminho da raiz até
uma folha com & nés pretos, hd no maximo k nés vermelhos, de modo que a adigao de nds vermelhos no
méximo duplica a altura da drvore.

(a) Sim. Por exemplo, a drvore da Figura F-24 ¢é uma drvore rubro-negra legitima. (b) Nao, pois isso vio-
laria a regra que requer que a raiz da drvore seja preta.

Ficura F-24: Questio 3 (a)
Pela Regra 1, a raiz de uma 4rvore rubro-negra deve ser preta. (Além disso, um né vermelho nao pode ter
filho vermelho.)
Nao.
Consulte a Se¢ao 4.4.1.
Use um raciocinio semelhante aquele usado na prova do Lema E.2.

(a) V. Figura F-25 (a). (b) V. Figura F-25 (b).

(b)

Ficura F-25: Questio 8
(a) O ndmero méximo de nés que uma drvore bindria pode ter é 22 — 1, sendo p a profundidade (ou altura
da drvore), Mas, de acordo com o Lema E2, & > p/2, sendo & a altura preta da drvore. Assim o niimero
méximo de nés numa drvore rubro-negra de altura preta 1 é 2” — 1. (b) V. Lema E.1.

10. Consulte a Se¢ao F.2.
11. V. Figura F-26.

Ficura F-26: QuEestio 11
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12. V. Figura F-27.

FiGura F-27: QuestAo 12
13. Em primeiro lugar, o raciocinio empregado para a drvore inclinada a esquerda vale para a outra drvore.
Assim o foco serd na drvore inclinada a esquerda. A raiz dessa drvore deve ser preta (Regra 1), mas os de-
mais nés nao podem ser todos pretos (pois isso violaria a Regra 5) nem todos vermelhos (pois isso violaria
a Regra 4). Portanto restam as opgoes mostradas na figura Figura F-28. Mas essas alternativas também
violam a Regra 5. Conclusao: tais drvores rubro-negras nao podem existir.

(a)Opcao 1 (b) Opcao 2
Ficura F-28: QuEestio 13
14. (a) V. Figura F-29. (b) Violagao vermelha.

Ficura F-29: QuEesTtio 14 (a)
15. (a) V. Figura F-30. (b) Nenhuma.
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Ficura F-30: QuesTtio 15 (a)
16. (a) V. Figura F-31. (b) Nao.

Ficura F-31: Questio 16 (a)

17. Consulte a Se¢ao E.3.

18. As regras de definicdo de drvores rubro-negras requerem, implicitamente, que elas sejam balanceadas.

19. (a) Consulte a Se¢ao E1. (b) Raiz: 2; né com chaves 9, 17, 19 e 21: I; demais nés: 0.

20. Consulte a Segao F.1.

21. A Regra 4 ¢ violada visto que, nesse caso, tém-se nés vermelhos duplicados. Logo essa inser¢io requer re-
estruturagdo da drvore, que é obtida por meio de rotagio, como mostra a Figura F-32.

FiGura F-32: QuesTAo 21
22. Esse caso ¢é corrigido por meio de recoloragio de nés (em vez de rotagio), o que faz com que a drvore ad-
quira a configuragio mostrada na Figura F-33.

Ficura F-33: QuEestio 22
23. V. Figura F-34.
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(a) Arvore original (<) Reorganizacio

(b) Insercao de 19
Ficura F-34: Questio 23
24. V. Figura F-35.

Ficura F-35: Questio 24
25. (a) Violagio vermelha. (b) V. Figura F-36.

Ficura F-36: QuesTtio 25 (b)
26. A drvore rubro-negra resultante da inser¢io (nesta ordem) dos nés contendo as chaves 10, 20, 30 e 17 ¢
apresentada na Figura F-37.

Ficura F-37: QuesTAo 26
27. V. Figura F-38.
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28. V. Figura F-39.

Ficura F-39: QuEesTio 28
29. Consulte a Se¢ao E3.
30. Essa drvore s6 terd um no (raiz) ou serd constituida por uma raiz com dois filhos (v. resposta da questao 3).
31. V. Figura F—40.

(a) Violagao Preta (b) Reorganizacao
Ficura F-40: QuesTtio 31
32. V. Figura F-41.

(a) Violacdo Preta (b) Recoloracao
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Ficura F-41: QuEestio 32

33. V. Figura F-42.

(a) Violagao Preta

(b) Recoloragao
Fiura F-42: QuestAo 33
34. (a) Dispéndio maior de meméria. (b) Esse ponteiro permite subir até a raiz da drvore durante uma opera-

¢ao de inser¢io ou remogao sem o uso de pilha ou recursio.

35. Essa implementagdo deve usar uma pilha que armazena os nés visitados durante uma dessas operagoes.

36. Consulte a Segao F.2.

37. As constantes dessa enumeragio servem para especificar se uma rotagao serd a esquerda ou a direita.

38. A nova raiz é colorida com preto para satisfazer a Regra 2 e a antiga raiz ¢ colorida com vermelho para nao
causar violagio preta da nova raiz.

39. Sim (indiretamente).

40. Consulte a Secao F4.2.

41. Consulte a Segao E.3.

42. Consulte a Segao F.4.5.

43. Consulte a Se¢ao F2.

44. Consulte a Secao E.3.

45. Consulte a Se¢ao E.3.

46. Essa drvore deverd ser uma drvore bindria perfeita (ou repleta).

47. Consulte a Segao F.6.

48. Consulte a Segao E7.



