APENDICE

ProvA AUTOMATICA DE
TEOREMAS

A.1 Uma Visdo Pragmatica de Légica

A1 Calculo Proposicional

Sabe-se que um objeto é uma ave se ele tem penas e voa ou se tem penas e pde
ovos. Para expressar essa ideia em logica, deve-se ter um meio de capturar a
ideia de que algo tem penas e que algo é uma ave. Isto ¢é feito utilizando-se
predicados, que podem ser considerados como fung¢des que mapeiam argu-
mentos (objetos) em verdadeiro (V') ou falso (F). Por exemplo, usando-se os
objetos pombo e os predicados penas — representando tem penas — e ave —
representando é uma ave — pode-se assegurar informalmente que as seguintes
expressoes sao verdadeiras:

penas(pombo)
ave(pombo)

Agora considere o que significa dizer que a seguinte expressdo é também ver-
dadeira:

I ave( piupiu)

Nesse caso, piupiu ¢ um simbolo que denota algo que tem penas pois ele sa-
tisfaz o predicado ave. Assim, tem-se uma restrigao sobre o que piupiu pode
representar. Pode-se expressar outras restri¢des com outros predicados, tais
como voa e poe_ovos e limitar o que piupiu pode representar a objetos que
satisfazem ambos os predicados, dizendo que ambas as expressoes seguintes
sdo verdadeiras:

voa(piupiu)
poe_ovos(piupiu)

Entretanto hd uma forma mais tradicional de expressar essa ideia. Simplesmente,
combina-se a primeira expressao com a segunda e diz-se que a combinagao
toda é verdadeira:
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I voa(piupiu) e poe_ovos(piupiu)

Pode-se também querer interpretar piupiu como sendo o nome de algo que sa-
tisfaz um predicado ou o outro. Isso é feito utilizando-se a seguinte combinagao:

I voa(piupiu) ou poe_ovos(piupiu)

Uma notagao usual da logica utiliza os simbolos A e V para representar e e ou,
respectivamente. Assim, pode-se escrever as duas ultimas expressdes utilizan-
do-se essa notagdo como:

voa(piupiu) N\ poe_ovos( piupiu)
voa( piupiu) V poe_ovos(piupiu)

Quando duas expressoes sdo combinadas por A, elas formam uma conjungao
e cada uma delas é denominada conjunta. Quando duas expressdes sio com-
binadas por V, elas formam uma disjun¢ao e cada uma delas é denominada
disjunta. Os simbolos A e V sdo denominados conectivos logicos.

Além de A e V, existem mais trés importantes conectivos logicos que sdo a ne-
gacdo —, a implicagdo — e a equivaléncia <. Considere o seguinte fato:

I —penas(maria)

Para que esse fato seja verdadeiro, maria deve denotar algum objeto tal que
penas(maria) nao seja verdadeiro. Isto é, maria deve ser algo para o qual o
predicado penas nao é satisfeito.

Por outro lado, dizer que a expressao:
I penas( maria) — ave( maria)

¢ verdadeira restringe aquilo que maria pode denotar. Uma possibilidade permi-
tida é que maria seja um objeto tal que tanto penas(maria) quanto ave(maria)
sejam verdadeiros. Naturalmente, a definicao de — também permite que
penas(maria) e ave(maria) sejam falsos. Curiosamente, outra possibilidade
permitida pela definigdo de — é que penas(maria) seja falso mas ave(maria)
seja verdadeiro. Se, entretanto, penas(maria) for verdadeiro e ave(maria) for
falso, entdo a expressdo penas(maria) — ave(maria) sera falsa. Por outro lado,
uma expressao como penas(maria) <> ave(maria) é verdadeira apenas quan-
do os predicados penas(maria) e ave(maria) possuem os mesmos valores; i.e.,
quando ambos sdo verdadeiros ou ambos sdo falsos.

Se E e E, denotam expressdes atomicas, i.e., expressdes sem nenhum conectivo
légico, podem-se enumerar os valores assumidos pelas expressdes compostas
por conectivos logicos em func¢ao dos possiveis valores atribuidos as expressoes
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E e E,. Essa enumeracdo feita em forma de tabela para cada conectivo é de-
nominada tabela-verdade do conectivo. As tabelas-verdade dos conectivos
apresentados acima foram vistos na Se¢ao 3.2.

De forma analoga ao que foi feito acima, podem ser utilizadas tabelas-verdade
para obter os valores-verdade assumidos por expressdes mais complexas em
fungdo dos possiveis valores atribuidos as expressdes simples que as compdem,
como foi visto na Secéo 3.3.

Existem regras de precedéncia para utilizagdo de conectivos em expressoes
mais complexas. A ordem de precedéncia dos conectivos 16gicos é apresen-
tada na Tabela A-1. Seguindo essa ordem de precedéncia, a expressdo —E|
V E, é interpretada como (—E)) V E, e ndo deve ser confundida com —(&| V
E,), que é uma expressdo que ndo pode ser escrita sem parénteses. De qual-
quer modo, quando houver algum perigo de confusao, o uso de parénteses é
sempre aconselhavel.

ConecTivo SimBoLo | PRECEDENCIA
Negacao = Maior
Conjuncio A
Disjuncao \% ‘
Condicional -

Bicondicional < Menor

TaBeLA A-1: Precebpéncias be ConNEecTIvos Loaicos

Por meio do uso de tabelas-verdade, podem ser determinadas propriedades
importantes de expressoes ldgicas. Por exemplo, construindo-se a tabela-ver-
dade da expressio —E, V E,, vé-se que os valores assumidos por ela sdo os
mesmos que os da expressdo £, — E,, para cada combinagdo de valores de £,
ek, Quando isso ocorre, como nesse caso particular, diz-se que as duas ex-
pressoes sao logicamente equivalentes e esse fato ¢ denotado aqui por meio
do simbolo <, que nao ceve ser confundido com simbolo <. Uma consequ-
éncia importante do fato de duas expressoes serem logicamente equivalentes é
que uma das expressoes pode ser substituida pela outra em qualquer instante.
Por exemplo, —E, V E, pode ser sempre substituida por £, — E, e vice-versa.
Outros pares de expressoes que sdo logicamente equivalentes, usualmente co-
nhecidos como leis, foram apresentados na Se¢io 3.6.
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A.1.2 Calculo Quantificado

Para informar que uma expressdo é universalmente verdadeira (i.e., verda-
deira para todos os valores possiveis), é necessario utilizar um simbolo signifi-
cando para todo — escrito como V — bem como uma variavel que representa
qualquer objeto possivel. O simbolo V é chamado quantificador universal.
A expressdao do exemplo seguinte pode ser interpretada como: qualquer coisa
que tem penas ¢ uma ave.

I VX |[penas(X) — ave(X)]

Como outras expressoes, essa ultima expressdo pode ser verdadeira ou falsa.
Se for verdadeira, uma expressao com V significa que se obtém uma expres-
sao verdadeira quando se substitui X por qualquer objeto na expressao entre
colchetes. Por exemplo, se VX [ penas(X) = ave( X)] for verdadeira, entao:

I penas(maria) — ave(maria)

€

I penas( piupiu) — ave( piupiu)
também sdo verdadeiras.

Quando uma expressio esta entre os colchetes associados com um quantifica-
dor, diz-se que ela expressao esta dentro do escopo deste quantificador. Assim,
a expressdo penas(X) = ave( X') do exemplo acima esta dentro do escopo do
quantificador V.X[...] e é universalmente quantificada.

Algumas expressoes, embora nao sejam sempre verdadeiras, sdo verdadeiras
pelo menos para algum objeto. Elas sao escritas utilizando-se um simbolo
com o significado de existéncia, denotado aqui por 3. Por exemplo, quando
a expressao:

B X (ave(x)]

¢ verdadeira, deve-se entender que ha pelo menos um possivel objeto que, quan-
do substitui X, torna a expressdo entre colchetes verdadeira. Talvez, ave( piupiu)
seja verdadeira, por exemplo.

Expressoes com 3 sdo ditas serem existencialmente quantificadas e o simbolo
3 ¢é chamado quantificador existencial.

A l6gica possui uma rica nomenclatura. Serdo vistas em seguida algumas de-
finicdes que fazem parte dessa nomenclatura.

0 Objetos de um dominio sdo termos.
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Variaveis de um dominio de objetos também sao termos.

Fungdes sao termos. Argumentos de fungdes e valores retornados por
fungoes também sao objetos e, consequentemente, termos.

Apenas os termos podem ser argumentos de predicados.
Uma férmula atdmica é um predicado com seus argumentos.

Literais sao formulas atdmicas ou negag¢des de férmulas atomicas.

Qoaaaqg

Formulas bem formadas (fbfs) sdo definidas recursivamente:
@ Literais sdo fbfs

@ fbfs conectadas por =, A, V, = e < sdo fbfs

@ fbfs no escopo de quantificadores também sao fbfs.

@ Apenas sio fbfs as expressoes obtidas aplicando-se essa definicio.

Existem alguns casos notaveis para fbfs:

0 Uma fbf na qual todas as variaveis, se existir alguma, estao no escopo
de quantificadores correspondentes é uma sentenga.

As fbfs seguintes, por exemplo, sdo sentengas:
VX |penas(X) — ave(X)]
penas(urubu) — ave(urubu)

00 Variaveis, como X acima, que aparecem no escopo de quantificadores
correspondentes sdo chamadas variaveis ligadas. Variaveis que nao
sao ligadas sao chamadas variaveis livres.

A seguinte expressdo ndo é uma sentenga porque ela contém a vari-
avel Ylivre:

I VX[ penas(X) V —penas(Y)]
0 Uma fbf consistindo de uma disjungao de literais ¢ uma clausula.

Permite-se apenas que as variaveis representem objetos (ou seja, variaveis nao
podem representar predicados). Por isso, esse ramo da logica é conhecido como
calculo de predicados de primeira ordem. Ramos mais avangados da légica
permitem que varidveis representem predicados. O ramo mais simples da 16-
gica é o calculo proposicional (v. Capitulo 3), que ndo permite a existéncia
de nenhuma variavel.

O objetivo final da légica ¢ fazer afirmagdes sobre algum mundo imaginavel.
Consequentemente, deve-se associar simbolos de objetos, fung¢des e predi-
cados com coisas mais palpaveis. Como ilustrado na figura seguinte, as trés
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categorias de simbolos no mundo légico correspondem as trés categorias do
mundo imaginavel:

1. Objetos de algum dominio correspondem a simbolos de objetos na
légica. Na Figura A-1, os simbolos de objetos A e B na esquerda cor-
respondem a dois objetos no mundo imaginavel da direita.

2. Relagoes sobre algum dominio correspondem a predicados na logica.
Sempre que uma relagio vale com respeito a alguns objetos, o predica-
do correspondente é verdadeiro quando aplicado aos simbolos de ob-
jetos correspondentes. No exemplo da Figura A-1, o predicado sobre
do mundo 1dgico aplicado aos simbolos 4 e B é verdadeiro porque a
relagao rela¢do-sobre do mundo imaginével é valida para os dois ob-
jetos do mundo imaginavel.

3. Fungdes sobre algum dominio correspondem a fungdes na légica. As
fungdes no dominio retornam objetos do dominio quando lhes sdo
atribuidos objetos do dominio. Func¢des correspondentes em logica
retornam simbolos l6gicos correspondentes quando simbolos 16gi-
cos correspondentes lhes sdo atribuidos. Na Figura A-1, a fun¢do do
mundo 16gico ' mapeia o simbolo de objeto B no simbolo de objeto
A, porque a fungdo do mundo imaginavel fun¢do-sobre faz o mapea-
mento correspondente entre objetos do mundo imaginavel.

Mundo da Légica Mundo Imaginavel

Ficura A-1: MapreameNTO ENTRE Munbpo DA Léaica E MunDoO IMAGINAVEL

Simbolos de Objetos Objetos
A : »
B ; >
Predicados Relagdes
sobre(B,A) :
: » relagio-sobre
Fungoes Fungdes
A=f(B) |

» funcio-sobre
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Uma interpretagao é um mapeamento entre objetos e simbolos de objetos,
entre relagdes e predicados e entre fungdes de objetos e fungdes de simbolos
de objetos.

Pode-se, agora, explorar a nogao de prova. Suponha que as seguintes expres-
sOes sejam verdadeiras:

penas(piupiu)
VX |[penas(X) — ave(X)]

Como ja se conhece a nogao de interpretagdo, entende-se o que significa dizer
que tais expressoes sdo verdadeiras: significa que as interpretagdes sao restri-
tas a simbolos de objetos, predicados e fungdes para os quais as relagdes do
mundo imaginavel valem. Tal interpretacao é considerada um modelo para
as expressoes.

Quando se afirma que as expressoes penas( piupiu) e VX [penas(X) = ave( X)]
sao verdadeiras, elas sao chamadas axiomas. Suponha que se solicite para mos-
trar que todas as interpretagdes que tornam esses axiomas verdadeiros também
tornam verdadeira a expressdo:

I ave(piupiu)

Se a tarefa for bem sucedida, diz-se que foi provado que ave( piupiu) é um
teorema com relagdo aos axiomas. Em outras palavras, prova-se que uma ex-
pressdo ¢ um teorema quando mostra-se que qualquer modelo para os axio-
mas também é um modelo para o teorema. Nesse caso, diz-se que o teorema
resulta logicamente dos axiomas.

Em termos mais simples:

Prova-se que uma expressao é um teorema quando mostra-se que
o teorema é verdadeiro, quando os axiomas sao verdadeiros.

O modo usado para provar um teorema é por meio de um procedimento de
prova. Procedimentos de prova utilizam transformagdes chamadas regras de
inferéncia que produzem expressdes novas a partir de expressoes antigas, de
forma que os modelos que tornam as expressoes antigas verdadeiras também
tornam as novas expressoes verdadeiras. Assim, o procedimento de prova mais
direto ¢ a aplicagdo de uma regra de inferéncia aos axiomas e aos resultados
dessas aplicagdes (teoremas), até que surja o teorema desejado.

Note que provar um teorema nao ¢ o mesmo que mostrar que uma dada ex-
pressdo ¢ valida, que significa que a expressao é verdadeira para todas as pos-
siveis interpretagdes. Similarmente, provar um teorema nio é o mesmo que
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mostrar que uma expressao satisfazivel, que significa que ela é verdadeira para
alguma possivel interpretagdo dos simbolos.

A regra de inferéncia mais utilizada em procedimentos de prova é conhecida
como modus ponens. Modus ponens diz que se as expressdes £ e | = E, sdo
axiomas, £, resulta logicamente dessas expressoes.

Se E, for o teorema a ser mostrado, tudo estara resolvido. Caso contrario, po-
de-se acrescentar £, ao conjunto de axiomas, pois ele serd sempre verdadeiro
quando todos os axiomas forem verdadeiros. Continuando a utilizar modus
ponens com um conjunto de axiomas cada vez maior, pode-se mostrar que o
teorema desejado é verdadeiro, o que conclui a prova desejada.

No ultimo exemplo apresentado, os axiomas sdo perfeitos para a aplicacdo de
modus ponens. Primeiro, entretanto, deve-se especificar (i.e., instanciar) a se-
gunda expressao: V[ penas(X) = ave( X)]. Como se esta lidando com interpre-
tacdes para as quais penas( X) — ave( X) é verdadeira para todo X, ela deve ser
verdadeira, em particular, quando X ¢é piupiu. Consequentemente, penas( piupiu)
— ave( piupiu) deve ser verdadeira. A primeira expressio, penas( piupiu) e a
instanciacao da segunda, penas( piupiu) — ave( piupiu), satisfazem a regra
de inferéncia modus ponens, com penas( piupiu) representando E, e ( piupiu)
— ave( piupiu) representado £ — E,. Conclui-se, portanto, que a expressao
ave( piupiu) é verdadeira e o teorema esta provado.

O uso de procedimentos de prova para derivar teoremas é uma atividade sinté-
tica (i.e., mera manipulagdo de simbolos), que independe dos significados das
expressoes envolvidas. Nesse caso, lida-se com mundos imaginaveis e nao com
o mundo real, em que os axiomas podem colidir com o bom senso. No mundo
real, piupiu pode ndo ter penas e existem coisas com penas que ndo sio aves
(p. ex., espanadores). Em resumo, o objetivo aqui é mostrar que teoremas sao
consequéncias de axiomas e ndo que axiomas correspondem ao bom senso.

Uma das regras de inferéncia mais importantes é a resolugao, que diz: se ha
um axioma da forma £ ,V E, e outro axioma da forma -E,VE,E VE, resul-
ta logicamente desses axiomas. A expressdo £, V E, é chamada o resolvente
deE,VE,eE,VE,

Serd mostrado agora que, de fato, £, V E, é verdadeiro quando £, V E, e
—E, V E, sdo verdadeiros (V). Suponha que £ V E, seja F. Entdo, tanto £
quanto E3 sao F. Como E1 Vv E2 ¢V, tem-se que E2 deve ser V. Mas, se E2 eV
e E, é F, tem-se que =E, V E, é F, o que contraria o fato de —E, V E ser V.
Portanto, £, V E, ndo pode ser F, conforme se queria mostrar.

Isso que se acabou de demonstrar é um metateorema de dedugéo por resolugio.
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E facil generalizar a resolugdo de forma que possa haver qualquer ntimero de
disjuntas (inclusive apenas uma) em qualquer das duas expressdes da resolu-
¢do. A tnica exigéncia é que uma das expressoes da resolugdao deve ser uma
disjunta que seja a negagdo de uma disjunta na outra expressao resolvente.

Pode-se utilizar resolugdo generalizada para chegar a mesma conclusao sobre
piupiu que se chegou antes com modus pones. Novamente, o primeiro passo ¢
especializar a expressdo quantificada para piupiu. O proximo passo é eliminar a
implica¢ao — usando sua equivaléncia logica (v. Se¢do 3.6.10), o que resulta em:

penas( piupiu)
—penas(piupiu) V ave( piupiu)

Com as expressoes assim escritas, a resolu¢ao pode ser aplicada, resultando
em ave( piupiu).

Na realidade, esse exemplo sugere um fato geral: a regra de inferéncia modus
ponens pode ser vista como um caso particular de resolu¢ao, porque tudo
que pode ser concluido com modus ponens pode também ser concluido com
a resolucio.

E facil verificar essa wltima afirmagio. Suponha que E, e E, = E, sio V. De
acordo com modus ponens, E, deve ser V. Mas, E, - E, é logicamente equi-
valente a =E| V E e, de acordo com a regra de resolugao, essa expressio pode
ser resolvida com E, resultando em E, ser V, que é o mesmo resultado obtido
com modus ponens.

Similarmente, resolu¢ao também generaliza outra regra de inferéncia chamada
modaus tolens, que afirma que:

Se houver um axioma da forma E, - E, e outro da forma =E,, entao
—E, resulta logicamente desses axiomas.

Exercicio: Mostre que a modus tolens é um caso particular da resolugéo.

A.2 Prova por Resolucio

Para provar-se um teorema, a abordagem o6bvia consiste em aplicar regras de
inferéncia sobre os axiomas até que o teorema desejado seja eventualmente
derivado. Outra abordagem é mostrar que a negagao do teorema nao pode ser
verdadeira. Essa abordagem funciona do seguinte modo:

(1) Supde-se que a negacdo do teorema ¢ verdadeira.
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(2) Mostra-se que os axiomas e a nega¢do do teorema nao podem ser ver-
dadeiros a0 mesmo tempo.

(3) Conclui-se que a suposta nega¢do do teorema nao pode ser verdadeira,
uma vez que ela conduz a uma contradigao.

(4) Conclui-se que o teorema deve ser verdadeiro, visto que a suposta ne-
gacdo do teorema ndo pode ser verdadeira.

Provar um teorema mostrando que sua nega¢do ndo pode ser verdadeira é
chamada prova por refutagcao (ou prova por redugao ao absurdo).

Considere novamente o ultimo exemplo apresentado na Se¢ao A.1.2. Nesse
exemplo, tem-se que:

—penas(piupiu) V ave( piupiu)
penas( piupiu)
Adicionando-se a negagao daquilo a ser provado, obtém-se:
—penas(piupiu) V ave( piupiu)
penas( piupiu)
—ave( piupiu)

A resolugao dos dois primeiros axiomas permite o acréscimo de uma nova
expressdo verdadeira a lista:

—penas(piupiu) V ave( piupiu)
penas( piupiu)

—ave( piupiu)

ave( piupiu)

Todas as expressoes dessa lista sao supostamente verdadeiras. Logo ndo se pode
ter ave( piupiu) e mave( piupiu) simultaneamente verdadeiras. Assim tem-se
uma contradi¢do. Consequentemente, a suposi¢cdo que levou a essa contra-
dicdo deve ser falsa. Isto é, —ave( piupiu) deve ser falsa e, assim, o teorema
ave( piupiu) deve ser verdadeiro, como era esperado.

O meio tradicional para reconhecer que um teorema esta provado consiste em
esperar até que a resolu¢do ocorra sobre um literal e sua nega¢ao contraditoria.
O resultado é uma expressdo vazia, que ser denotada aqui por nil. Quando a
resolucdo produz nil, tem-se garantido que ela ja produziu uma expressao con-
traditdria. Assim a produgao de nil sinaliza de que a resolugio provou o teorema.
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Serdo vistas algumas manipulag¢des cujo objetivo é transformar expressoes
légicas arbitrarias numa forma que permita resolugao. Especificamente, sao
desejados meios para transformar os axiomas dados em axiomas novos equi-
valentes que sejam todos disjun¢oes de literais. Esses novos axiomas estdao na
forma clausular.

Para ilustrar essas manipulagdes, sera utilizado um axioma envolvendo blocos.
Embora esse axioma seja um tanto artificial, ele serve para exercitar os passos
de transformacdo. O axioma afirma trés coisas:

1. O bloco esta sobre algo que ndo seja uma piramide

2. Nao existe algo sobre o qual o bloco esteja que também esteja sobre
o bloco

3. Nao existe algo que ndo seja um bloco e que seja a mesma coisa que
um bloco. Esse axioma pode ser expresso simbolicamente como:

VX[bloco(X) — (3Y[sobre( X, Y) N\ —piramide(Y)] A
—3Y[sobre( X, Y) A sobre(Y, X)] A
VY[-bloco(Y) — —igual( X, Y)))]

Do modo como apresentado, esse axioma nao pode ser utilizado para produzir
resolventes porque ele ndo esta na forma clausular. Entretanto, esses axiomas
podem ser colocados na forma clausular seguindo-se os passos apresentados
a seguir.

[1] Elimine implica¢des e equivaléncias

Isso é feito por meio da substitui¢do de expressdes do tipo £, — E, por
expressoes logicamente equivalentes do tipo — £, V E, e de expressoes
do tipo £, & E, por expressdes do tipo (E, A E)) V (=E, A -E).

A aplicagdo desse passo na expressdo anterior do exemplo resulta em:
VX[=bloco(X) V (Y [sobre( X, Y) A —piramide(Y)] A
—3Y [sobre( X, Y) A sobre(Y, X)| A
VY [==bloco(Y) V —igual(X, Y)))]
[2] Mova as negacgoes para as formulas atdomicas

Para fazer-se isso sdo necessarias as seguintes identidades logicas:
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—(E,\NE) & —E V —E,
—(E,VE) & —E A-E,
-—E S E,

—VX[E (X)] & IX[-E (X)]
-3X[E,(X)] & VX[-E (X)]

Utilizando-se essas identidades na ultima expressdo do exemplo da-
do, obtém-se:

VX [=bloco(X) V (Y [sobre(X, Y) A —piramide(Y)] A
VY [—sobre(X, Y) V —sobre(Y, X)| A
VY |[bloco(Y) V —igual( X, Y)))]

[3] Elimine os quantificadores existenciais

A remocdo dos quantificadores existenciais é efetuada introduzindo-
-se novos simbolos de constantes, chamados constantes de Skolem,
no lugar das variaveis introduzidas por quantificadores existenciais.
Em vez de dizer-se que existe um objeto com uma certa propriedade,
pode-se criar um nome para tal objeto e simplesmente dizer que ele
tem aquela propriedade. A introduc¢ao de constantes de Skolem numa
expressdo ¢ chamada skolemizagao. A skolemizag¢do introduz uma in-
terpretacao para a versao skolemizada da féormula. Assim, por exemplo,

B aX(muiher(X) A mae(X, eva))
é transformada, por skolemizagdo, em:
I mulher(c,) A mae(c,, eva)

em que ¢, ¢ uma constante nova que nao é usada em nenhum ou-
tro lugar. A constante ¢, representa alguma mulher cuja mée ¢ Eva.
E importante que se utilize um simbolo diferente de qualquer outro
utilizado previamente, porque o quantificador 3 nao diz que alguma
pessoa especifica filha de Eva, mas apenas que existe uma tal pessoa.
Pode acontecer que ¢, corresponda @ mesma pessoa que algum outro
simbolo de constante represente, mas essa é uma informacéo extra
que ndo ¢é fornecida por esse quantificador.

Quando ha quantificadores universais numa expressao, skolemizagao
ndo é tao simples. Por exemplo, se a expressdo

I VX [humano(X) - 3Y [mae(X, Y)]],
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interpretada como todo ser humano tem uma mae, fosse skolemiza-
da como:

B vX(humano(X) - mae(X, c,)),

estar-se-ia dizendo que todo ser humano tem a mesma mae, que seria
o objeto representado por c,. Assim, quando hd varidveis quantifica-
das universalmente, skolemiza¢ao deve introduzir simbolos de funcao
para expressar de qual modo aquilo que se afirma que existe depen-
de dessas variaveis. Assim a formula do ultimo exemplo deveria ser
skolemizada como:

B vX(humano(X) - mae(X, g,(X))

Nesse caso, o simbolo de fungéo g, corresponde a fun¢do do mundo
imaginavel que retorna como valor a méae da pessoa que lhe fornecida
como argumento.

Retornando ao exemplo sobre blocos, observe atentamente a parte do
axioma envolvendo 3:

| 2V isobre(X, Y) A —piramide( Y)]

Evidentemente, se alguém fornecer um objeto particular X é possivel
encontrar um objeto Y que torne essa expressdo verdadeira. Em outras
palavras, ha uma fungao que recebe X como argumento e retorna um Y
apropriado. Ndo se sabe necessariamente como ¢ essa fungao, mas tal
funcédo deve existir. Por enquanto, essa fungao sera denotada por f( X).

Agora, utilizando-se essa nova fun¢ao, nao é mais necessario dizer que
existe Y, pois se tem um meio de produzir o valor de Y apropriado
em qualquer circunstincia. Consequentemente, pode-se reescrever a
expressdo anterior como:

[ sobre(X, X)) A —piramide(f X))

Fungoes que eliminam a necessidade de quantificadores existenciais
sao chamadas fung¢des de Skolem e esse procedimento de eliminagao
¢ chamado skolemizagao. E, portanto, a regra geral de skolemizagio é:

Quantificadores universais determinam os argumentos da
funcéo de Skolem. Deve haver um argumento para cada va-
riavel quantificada universalmente cujo escopo contém a
variavel quantificada existencialmente que a funcdo de Sko-
lem substitui.

O axioma do tltimo exemplo apds a eliminagdo de 3 e a introdugao
da fungédo de Skolem, aqui denominada suporta, torna-se:
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VX [—bloco(X) V ((sobre( X, suporta( X)) A
—piramide(suporta( X))) A
VY [asobre(X, Y) V —sobre(Y, X)] A
VY |[bloco(Y) V —igual( X, Y)))]

[4] Renomeie as variaveis, quando necessario, de forma que
duas variaveis quantificadas ndo tenham o mesmo nome

Quantificadores ndo se interessam pelos nomes das variaveis em si.
Renomeie qualquer variavel duplicada dentro de cada expressao, de
forma que cada quantificador tenha uma variavel de nome unico. Faz-
se isso porque deseja-se mover todos os quantificadores universais
no proximo passo, sem causar confusdo. A execugio desse passo no
exemplo dado resulta em:

VX [=bloco(X) V ((sobre(X, suporta( X)) A
—piramide(suporta( X))) A
VY [—sobre(X, Y) V —sobre(Y, X)] A
VZ|bloco(Z) V —igual( X, Z)))]
[5] Mova os quantificadores universais para a esquerda

Pode-se fazer isso porque, agora, cada quantificador universal tem um
nome de variavel tunico. No exemplo dado, isso resulta em:

VXVYVZ|[=bloco(X) V ((sobre( X, suporta( X)) A
—piramide(suporta( X)))
A (=sobre(X, Y) V —sobre(Y, X))
A (bloco(Z) V —igual(X, Z)))]
[6] Forme uma conjunc¢ao de disjungoes

Para fazer-se isso, precisa-se apenas utilizar uma das leis distributivas
(v Se¢io 3.6.6):

BEVEANE)S @EVE)NEVE)
No exemplo corrente, isso sera feito em dois passos.

Passo 1:
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VXVYVZ|[(=bloco(X) V (sobre( X, suporta( X))
A —piramide(suporta( X))))
A (=bloco(X) V —sobre( X, Y) V —sobre(Y, X))
A (=bloco(X) V bloco(Z) V —igual( X, Z))]
Passo 2:
VXVYVZ|[(=bloco(X) V sobre( X, suporta( X))) A
(=bloco(X) V —piramide(suporta( X))) A
(=bloco(X) V —sobre(X, Y) V —sobre( Y, X)) A
(=bloco(X) V bloco(Z) V —igual( X, Z))]
[7] Separe as conjuntas

Na realidade, as conjung¢des nao sao eliminadas. Em vez disso, cada
conjunta é escrita separadamente como um axioma. Isso faz sentido,
uma vez que cada parte de uma conjungao deve ser verdadeira para
que toda a conjungio seja verdadeira.

Para o exemplo dado, o resultado da aplicacéo desse passo é:
VX [=bloco(X) V sobre( X, suporta( X))]
VX [=bloco(X) V —piramide(suporta( X))]
VXVY[=bloco(X)V —sobre(X, Y) V —sobre(Y, X)]
VXVZ[-bloco(X) V bloco(Z) V —igual( X, Z)]

[8] Renomeie todas as variaveis, quando necessario, de forma
que duas variaveis nao tenham o mesmo nome

Nesse passo, renomear as variaveis ndo causa nenhum problema, pois
elas sdo quantificadas universalmente em cada parte de uma conjungao.
Como cada conjunta deve ser verdadeira para quaisquer valores de va-
ridveis, ndo importa se as variaveis tém nomes diferentes em cada parte.

O resultado obtido para o exemplo em curso é:
VX [=bloco(X) V sobre( X, suporta( X))|
VW [=bloco(W) V —piramide(suporta(W))]
VYUVY [=bloco(U) V —sobre(U, Y) V —sobre(Y, U)]
VVVZ|-bloco(V) V bloco(Z) vV —igual(V; Z)]

[9] Remova os quantificadores universais



212 | Apéndice A — Prova Automatica de Teoremas

Na realidade, os quantificadores universais nao sao eliminados. Apenas
convenciona-se que todas as variaveis nesse ponto sdo, implicitamente,
quantificadas universalmente.

A aplicagio desse passo ao exemplo em custo resulta finalmente em:
=bloco(X) V sobre( X, suporta( X))
—bloco(W) V —piramide(suporta(W))
=bloco(U) V —sobre(U, Y) V —sobre(Y, U)
=bloco(V') V bloco(Z) Vv —igual(V, Z)

Nesse ponto, a expressao resultante esta na forma clausal, como requerido para
a utilizagdo da resolucéo.

O procedimento a ser seguido para provar um teorema por resolugao é:
1. Negue o teorema a ser provado e acrescente o resultado lista de axiomas.

2. Coloque a lista de axiomas (inclusive o teorema negado) na forma
clausal.

3. Até que a clausula vazia nil seja produzida ou nao exista nenhum par
de clausulas que possa ser resolvido, encontre clausulas que possam
ser resolvidas, resolva-as e acrescente o resultado lista de clausulas.

4. Se a clausula vazia for produzida, o teorema esta provado. Caso con-
trario, se ndo houver mais nenhum par de clausulas resolviveis, o te-
orema falso.

Esse procedimento nao diz nada sobre que pares de clausulas sdo resolvidos
num determinado instante. Modos de especificar como a busca deve proceder
serdo discutidos mais adiante.

A seguir, serd visto um exemplo completo de prova por resolugdo. Nesse exem-
plo, os seguintes axiomas sdo validos para as relagdes de blocos:

sobre(b, a)
sobre(a, mesa)

Esses axiomas ja estdo na forma clausular e serdo utilizados para mostrar que
o objeto b estd acima da mesa:

I acima(b, mesa)

Para mostrar isso, sao necessarias as formas clausulais de duas expressdes quan-
tificadas universalmente. A primeira diz que estar sobre um objeto implica em
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estar acima desse objeto. A segunda clausula informa que um objeto esta acima
de outro se ha um objeto entre eles. Ou seja,

VXVY|[sobre(X, Y) — acima(X, Y)]
VXVYVZ |acima(X, Y) A acima(Y, Z) — acima(X, Z)]

Depois de utilizar-se o procedimento para transformar cada um desses axio-
mas para a forma clausular, obtém-se (verifique isso):

—sobre(U, V) V acima(U, V')
—acima(X, Y)V —acima(Y, Z) V acima(X, Z)

O que deve ser provado é acima(b, mesa) e nao é necessaria nenhuma conver-
sao para a forma clausular apds sua negagao:

I —acima(b, mesa)

A seguir, as clausulas serao numeradas para facilitar referéncias:

—sobre(U, V) V acima(U, V) (1)
—acima(X, Y)V —acima(Y, Z) V acima(X, Z) (2)
sobre(b, a) (3)
sobre(a, mesa) (4)
—acima(b, mesa) (5)

A abordagem inicial é trocar a relacdo acima por relagdes sobre que permitam
resolver os axiomas que especificam o arranjo real de blocos. Primeiro, resol-
vem-se (2) e (5), instanciando-se X com b e Z com mesa, de forma que a parte
final de (2) seja exatamente o que é negado em (5):

—acima(b, Y) V —~acima(Y, mesa) V acima(b, mesa) (2)
—acima(b, mesa) (5)
—acima(b, Y) V —acima(Y, mesa) (6)

Pode-se agora resolver (1) com (6), trocando-se U por Y e instanciando-se V'
com mesa em (1).

—sobre(Y, mesa) V acima(Y, mesa) (1)
—acima(b, Y) V —acima(Y, mesa) (6)
—sobre(Y, mesa) V ~acima(b, Y) (7)

Serd utilizado novamente (1), com U instanciada com b e V trocada por ¥,
para ser resolvida com (7):
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—sobre(b, Y) V acima(b, Y) (1)
—sobre(Y, mesa) V —~acima(b, Y) (7)
—sobre(b, Y) V —sobre(Y, mesa) (8)

Utilizam-se agora (3) e (8), instanciando-se Y com a:

sobre(b, a) (3)
—sobre(b, a) V —sobre(a, mesa) (8)
—sobre(a, mesa) (9)

Agora, a resolugdo de (4) e (9) resulta na clausula vazia nil:

sobre(a, mesa) (4)
—sobre(a, mesa) )
nil (10)

Assim chegou-se a uma contradi¢ao e a negacao do teorema —acima(b, mesa)
deve ser falsa. Consequentemente, o teorema acima(b, mesa) deve ser verda-
deiro e a prova esta concluida.

Uma questao que surge é: como se é tdo astuto para considerar as clausulas
corretas para resolver? A resposta ¢ que uma pessoa fazendo uma prova por
resolugdo leva as seguintes vantagens:

O Elalimita-se a resolver apenas o teorema negado ou clausulas deriva-
das, direta ou indiretamente, do teorema negado.

0 Ela sabe em que ponto se encontra, onde deseja chegar e utiliza mui-
ta sabedoria.

Infelizmente, existem limites para o que se pode expressar considerando-se
apenas os conceitos da logica pura. Por exemplo, a logica pura ndo permite
expressar coisas tais como diferencas, como requerido na analise intermedia-
ria, ou distancias heuristicas, como requerido na busca heuristica. Provadores
de teoremas podem utilizar tais conceitos, mas uma grande parte do encargo
de resolucdo de problemas fica fora da declaragao, em notagéao logica, do que
conhecido e do que deve ser feito.

Mas, embora algumas abordagens de busca distanciem-se consideravelmente
da ldégica pura, com outras abordagens isso ndo ocorre. Uma dessas aborda-
gens, é a abordagem de preferéncia unitaria, da preferéncia a resolugoes en-
volvendo as clausulas com o menor nimero de literais. A abordagem de con-
junto de suporte permite apenas resolugdes envolvendo o teorema negado ou
clausulas novas geradas, direta ou indiretamente, usando o teorema negado. A
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abordagem de primeiro melhor resolve primeiro todos os pares possiveis de
clausulas iniciais e depois resolve todos os pares do conjunto resultante com
o conjunto inicial. Todas essas abordagens sao denominadas completas por-
que elas garantem encontrar uma prova se o teorema resultar logicamente dos
axiomas. Infelizmente, existem alguns problemas:

0 Todas as abordagens de busca para resolucao sdo sujeitas ao proble-
ma de explosao combinatdria, pois as arvores de busca podem crescer
muito, impedindo o sucesso de provas que requerem longas cadeias
de inferéncia.

0 Todas as abordagens de busca para resolu¢do sao sujeitas a uma ver-
sao do problema de parada, pois nao se garante que a busca termina,
a ndo ser que haja realmente uma prova.

Na realidade, todos os procedimentos de prova para o calculo de predicados
sao sujeitos ao problema de parada. Procedimentos completos de prova sao
semidecidiveis porque eles garantem concluir que uma expressao é um teo-
rema apenas se a expressao for, de fato, um teorema.

Para duas cldusulas serem resolvidas, dois literais devem casar exatamente,
com a exce¢do de que um deles é negado. Algumas vezes, os literais casam
exatamente como sdo. Outras vezes, os literais podem casar por meio de uma
substitui¢do apropriada.

No ultimo exemplo visto, a parte de casamento da resolucao foi facil: a mesma
constante aparecia no mesmo lugar, casando obviamente; ou uma constante
aparecia no lugar ocupado por uma variavel quantificada universalmente,
casando porque a variavel podia ser a constante observada (bem como qual-
quer outra constante). Em outras palavras, foram casadas constantes idénticas
ou uma constante com uma variavel instanciada com essa mesma constante.

Em outros casos, precisa-se de um meio melhor para acompanhar as substitui-
¢Oes e de regras pelas quais as substitui¢oes podem ser feitas. Frequentemente,
utiliza-se a seguinte notagao para denotar substitui¢des:

I 2 Gryv,ovyy, - ()}

Com os significados de que a varidvel v, é trocada pela constante C, a variavel
v, é trocada pela varidvel v, e a varidvel v, ¢ trocada pela fungio f'com seus ar-
gumentos. As regras para tais substitui¢oes informam que se pode substituir
uma variavel por qualquer termo que néo contenha a mesma variavel:

O Uma variavel pode ser substituida por uma constante. Isto ¢, pode-se
ter a substitui¢do {v, - C}.
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O Uma variavel pode ser substituida por outra variavel. Isso pode-se ter
a substituicao {v, = v.}.

O Uma variavel pode ser substituida por uma funcao desde que a fun¢éo
ndo contenha a varidvel. Isto é, pode-se ter a substituigao {v, = f(...)}.

Uma substitui¢do que torna duas clausula resolviveis é chamada unificadora
e o processo de encontrar tal substituicdo denominado unifica¢ao. Existem
muitos procedimentos de substitui¢ao.

Suponha que uma expressdo seja um teorema com relagao a um certo con-
junto de axiomas. Sera que essa expressao pode ainda ser um teorema depois
de acrescentarem-se alguns novos axiomas? A resposta evidentemente é sim,
pois a prova do teorema pode ser feita usando-se exclusivamente os axiomas
antigos e ignorando-se os axiomas novos.

Como apenas axiomas novos sao acrescentados a lista de axiomas e axiomas ja
existentes nunca sao retirados, alogica tradicional é denominada monoténica.

Entretanto, a propriedade de monoticidade é incompativel com algumas for-
mas de pensamento. Suponha, por exemplo, que alguém lhe diz que todos os
passaros voam e, diante dessa informagao, vocé conclui que alguns passaros,
em particular, voam, é uma conclusido perfeitamente razoavel pelo que vocé
sabe. Posteriormente, vocé aprende que nem pinguins nem pdassaros mortos
voam. Acrescentar esses fatos novos pode bloquear as conclusio ja feitas, mas
ndo pode parar um provador de teoremas: apenas retificando-se os axiomas
iniciais pode-se para-lo.

Lidar com esse tipo de problema requer novas formas de logica, o que con-
duz a légicas chamadas nao monotdnicas. Discutir essas logicas estdo além
do escopo deste livro.

Alégica é muito boa para certos problemas, mas néo é tao boa para outros. As
pessoas tentam usar logica para problemas dificeis e ndo apenas para aqueles
para os quais a logica conveniente. Assim, quando a légica e um provador de
teoremas parecem ser adequados, deve-se observe o seguinte:

O Provadores de teoremas podem ser muito demorados. Prova dores
de teoremas completos requerem busca e buscas sdo inerentemente
exponenciais. Métodos para acelerar a busca, como resolugao por con-
junto de suporte, reduzem o tamanho do expoente associado com a
busca, mas nao modificam seu carater exponencial.

O Provadores de teoremas podem nio ajudar muito, mesmo que se-
jam rapidos. Alguns conhecimentos resistem a ser formula dos em
axiomas. Formular alguns problemas em logica pode requerer um
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enorme esfor¢o, enquanto resolver o problema formulado de uma
outra forma pode ser mais simples.

O Aldgica é fraca como representacgiao para certos tipos de conheci-
mentos. A notagdo de logica pura ndo permite expressar coisas tais
como distancias heuristicas, diferengas de estados, a ideia de que al-
guma abordagem particular é mais rapida, ou a ideia de que algumas
manipula¢des funcionam bem apenas se forem feitas menos de trés
vezes. Provadores de teoremas podem utilizar tais conhecimentos,
mas eles devem ser representados utilizando-se outros conceitos além
da logica pura.

A.3 Prolog x Programacdo em Légica

A linguagem Prolog foi uma das primeiras tentativas de criagao de uma lin-
guagem que permitisse ao programador especificar seus problemas usando
légica. Essa motivagao explica o nome da linguagem de programacao, pois
Prolog ¢ derivado de Programacdo em Ldgica. Na realidade, porém, progra-
magao usando Prolog nio é aquilo que se chama genuinamente programagao
em logica. Nesta secao, sera examinado brevemente como Prolog esta rela-
cionada com légica e até que ponto programagao em Prolog assemelha-se a
programacao em légica.

No calculo de predicados, os objetos sdo representados por termos. Um termo
uma das seguintes coisas:

0 Um simbolo de constante. Pode-se imaginar uma constante como um
atomo de Prolog utilizando a sintaxe dessa linguagem. Assim brasit,
carro e maria sao simbolos de constantes.

O Um simbolo de variavel. Pode-se equiparar essas variaveis com as
varidveis de Prolog. Assim, utilizando a sintaxe de Prolog, X, Homem e
Algo sdo variaveis.

Um termo é composto de um simbolo de fungdo com seus argumentos (ter-
mos). Aqui, o termo composto representa algum objeto que depende dos obje-
tos representados pelos argumentos. Por exemplo, pode-se ter um simbolo de
func¢ao representando a nogao de distdncia com dois argumentos. Nesse caso,
o termo composto representa a distdncia entre os objetos representados pelos
argumentos. Pode-se imaginar um termo composto como uma estrutura de
Prolog, com o simbolo de fung¢do sendo o funtor da estrutura (v. Se¢ao 5.4.2).
Assim, por exemplo, distancia(X, ponto2) pode representar a distancia entre
um ponto a ser especificado (X) e um ponto especifico (ponto2).
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Conclui-se, assim, que, no calculo de predicados, a forma de representacio de
objetos é exatamente como em Prolog.

Em légica, as proposicdes sobre objetos sao expressas utilizando-se simbolos
de predicados. Uma proposicio atomica consiste de um simbolo de predicado
juntamente com um conjunto de termos como argumentos. E justamente assim
que os objetivos aparecem em Prolog. Assim, por exemplo, sdo proposi¢oes
atomicas: pessoa(maria), dono(jose, carro(azul)) e gosta(maria, Doce). Em
Prolog, uma estrutura pode aparecer como um objetivo, como um argumento
para outra estrutura ou ambos. Isso ndo ocorre no calculo de predicados, em
que ¢é feita uma rigida separacdo entre simbolos de fungdo — que sao funtores
para construgao de argumentos — e simbolos de predicados — que sao fun-
tores utilizados para construcio de proposicoes.

Além de proposicoes atdbmicas, podem-se construir proposi¢cdes compostas
de varias maneiras. E aqui que comegam a surgir caracteristicas de logica que
nao possuem semelhantes em Prolog. Em ldgica, sdo utilizados conectivos 16-
gicos para expressar as nogdes familiares de nega¢ao, conjuncao, disjuncao,
implicagao e equivaléncia. Assim, por exemplo,

I homem(dinorah) V mulher(dinorah)

poderia ser utilizado para representar a proposi¢do: Dinorah é um homem ou
uma mulher, enquanto a proposigao:

I homem(jose) — pessoa(jose)
poderia representar o fato de José ser um homem implicar em ele ser uma pessoa.

Em légica, o significado de variaveis dentro de proposi¢oes é definido apenas
quando elas sdo introduzidas por quantificadores. Esses quantificadores pro-
veem um meio de fazerem-se afirmagdes sobre conjuntos de objetos. Os dois
quantificadores do célculo de predicados serdo representados como se vé na
Tabela A-2.

ExPRESSA0 QUANTIFICADA REPRESENTACAO

VX[P(X)] todo( X, P(X))
AX[P(X)] existe( X, P(X))

TABELA A-2: REPRESENTAGOES DE QUANTIFICADORES
Exemplos de usos dos quantificadores com essa notagédo:

I todo( X, homem(X) = mortal( X))
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significa que, para qualquer que seja o valor de X considerado, se X é um ho-

mem entdo X é mortal ou, simplesmente, todo homem mortal.

I existe(Z, pai(jose, Z) \ mulher(Z))

significa que existe algo representado por Z tal que José o é pai de Ze Z é mu-
lher ou, simplesmente, José tem uma filha.

Sera visto que uma proposi¢ao do célculo de predicados na forma clausular
¢ muito parecida com um conjunto de cldusulas de Prolog. Assim um exame
mais profundo sobre a forma clausular é essencial para entender a relagdo en-
tre Prolog e logica.

A conversdo de uma férmula do célculo de predicados na forma clausular tem
nove passos, conforme foi visto na Se¢ao A.2:

Passo 1: Elimine as implicagoes

Passo 2: Mova as negag¢des para as formulas atomicas

Passo 3: Remova os quantificadores existenciais (skolemize)
Passo 4: Renomeie variaveis quando necessario

Passo 5: Mova os quantificadores universais para a esquerda
Passo 6: Forme uma conjuncao de disjuncdes de literais
Passo 7: Separe as conjuntas

Passo 8: Renomeie as varidveis quando necessario

Passo 9: Remova os quantificadores universais

Qualquer férmula do calculo de predicados é equivalente a um conjunto de
clausulas. A forma clausular consiste de um conjunto de clausulas, cada uma
das quais é uma disjungio de literais. E importante relembrar as convengdes
que foram feitas quando o significado de alguma proposi¢do na forma clau-
sular for examinado.

Serd apresentado a seguir mais um exemplo de transformagido de uma for-
mula para a forma clausular, utilizando agora a nova notagédo. A férmula a ser
utilizada é:

I todo( X, todo(Y, pessoa(Y) — respeita(Y, X)) — rei( X))

que diz que se todos respeitam alguém, entdo esse alguém é um rei. (Isto é, para
cada X, se cada Y que uma pessoa respeita X, entdo X um rei). Removendo as
implicagoes (Passo 1), resulta em:

I todo( X, —(todo(Y, —pessoa(Y) V respeita(Y, X))) V rei( X))
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Movendo-se as negagdes para as proposi¢oes (Passo 2), tem-se:

I todo( X, existe(Y, pessoa(Y) N —respeita(Y, X)) V rei( X))
Ap6s a skolemizagao (Passo 3), obtém-se:
I todo( X, (pessoa(f,(X)) A —respeita(f (X), X)) V rei( X))

em que f, ¢ uma fun¢do de Skolem. Os Passos 4 e 5 sio desnecessdrios aqui,
pois existe uma unica variavel e o unico quantificador universal ja esta a es-
querda. A aplicagao do Passo 6 resulta em:

I todo( X, (pessoa(f, (X)) V rei( X)) A (—respeita(f,(X), X) V rei( X)))
Separando-se as conjuntas (Passo 7), obtém-se:

todo( X, pessoa(f (X)) V rei( X))

todo( X, —respeita(f (X), X) V rei( X))
Finalmente, isso resulta em duas clausulas (Passo 9):

pessoa(f,(X)) V rei(X)

—wespeita(f,(X), X) V rei(X)

Nao necessaria a renomeagdo das variaveis (Passo 8). A justificativa para tal
simplificagdo que se esta considerando a mesma regra de escopo de Prolog.
Isto é, varidveis em cldusulas diferentes sio diferentes. Assim a varidvel X da
primeira clausula diferente da variavel X da segunda clausula.

A seguir, serd apresentada uma outra maneira de escrita de proposi¢des na
forma clausular. Uma boa convengao consiste em escrever uma clausula apos
a outra, lembrando que a ordem em que elas aparecem ¢ irrelevante. Dentro
de uma clausula ha alguns literais negados e outros nao negados. Adotar-se-a
convengdo de escrever os literais ndo negados primeiro e depois os literais ne-
gados. Os dois grupos serao separados pelo simbolo : -. Os literais nao negados
serdo separados por ; (ponto e virgula) e os literais negados serao escritos sem
o simbolo de nega¢ao — e separados por , (virgula). Finalmente, uma clausula
sera terminada por um ponto. Nessa notagao, uma clausula com literais nega-
dos K, L, ... e literais ndo negados 4, B, ... seria escrita como:

B4B. -KL...

Embora essa convengao para escrita de clausulas seja um tanto arbitrario, de
fato, ela tem realmente algum significado mnemoénico. Quando uma clausula
é escrita com os literais negados separados dos literais nao negados, tem-se:
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B 4vBv.)V(=Kv-Lv..).

que ¢ equivalente a:

B avBv.)v-EALA.).
que é equivalente a:

B &rLA)>@AVBY..).

Substituindo-se A por, (virgula), V por ; e = por :- seguindo a convengao de
Prolog, essa clausula torna-se:

B4B. -KL...
Dadas essas convengoes, a fdrmula a seguir, com X e Y quantificadas univer-
salmente:
I pessoa(adao) N\ pessoa(eva) \ (pessoa(X)V —mae(X, Y))V —pessoa(Y))
transforma-se em:

pessoa(adao) :- .

pessoa(eva)) :-.

pessoa( X) :- mae( X, Y)), pessoa(Y).
Isso ¢ semelhante a uma defini¢do em Prolog para o significado de ser uma
pessoa. Entretanto, algumas formulas dao origem a coisas intrigantes nessa

notagdo. Por exemplo, uma clausula contendo apenas os literais ndo negados
A, B e C seria escrita nessa notagdo como:

I A; B; C :-.
que ndo corresponde a nada em Prolog.

Agora que se tem um meio para escrita de formulas do calculo de predicados
numa forma elegante, deve-se considerar o que se pode fazer com elas. E in-
teressante investigar se alguma coisa resulta das proposigdes, i.e., que conse-
quéncias elas tém.

Na década de 60, muitos pesquisadores comegaram a investigar a possibilidade
de os computadores poderem ser programados para provar teoremas. Foi essa
area de pesquisa cientifica que deu surgimento as ideias basicas de Prolog. Uma
das principais facanha dessa época foi a descoberta do principio de resolu-
¢do por J. A. Robinson com sua aplica¢ao a prova automatica de teoremas.
Usando-se o principio de resolu¢ao de Robinson, pode-se provar teoremas de
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um modo puramente mecanico a partir dos axiomas. O principio de resolugdo
foi elaborado para lidar com férmulas na forma clausular.

Dadas duas clausulas relacionadas de uma maneira apropriada, ¢ gerada uma
nova clausula que é uma consequéncia das clausulas dadas. A ideia basica é
que se a mesma férmula atdmica aparece simultaneamente no lado esquerdo
de uma clausula e no lado direito de outra, entdo a clausula obtida, juntan-
do-se as duas clausulas e abandonando-se as formulas duplicadas, resulta das
clausulas dadas. Por exemplo, das clausulas

I triste(jose); zangado(jose) :- dia_util(hoje), chovendo(hoje).
e
I infeliz(jose) :- zangado(jose), cansado(jose).
obtém-se:
triste(jose); infeliz(jose) :-
dia_util(hoje), chovendo(hoje), cansado(jose).

Em portugués: se hoje um dia ttil e esta chovendo, entdo José esta triste ou
zangado. Também, se José estd zangado e cansado, ele esta infeliz. Portanto,
se hoje dia de trabalho e José esta cansado, entdo José esta triste ou infeliz.

Quando as clausulas contém variaveis, as duas férmulas atdbmicas niao tém
que ser idénticas; i.e., elas tém apenas que casar. Além disso, a clausula que
resulta das duas primeiras (com as formulas duplicadas removidas) é obtida
por meio de uma operacio extra. Essa operacdo envolve instanciar as varidveis
para que as formulas a ser casadas sejam idénticas. Em termos de Prolog, se
houver duas clausulas que casam, o resultado da juncao delas é a representa-
¢do da nova cldusula.

Em resolugao, varios literais num lado direito podem casar com varios literais
num lado esquerdo. Aqui, s6 serdo considerados exemplos nos quais um literal
de cada clausula é escolhido.

Exemplo de resolugdo envolvendo variaveis:

pessoa(f (X)) ; rei( X). (1)
rei(Y) :- respeita(f,(Y), Y). (2)
respeita(Z, artur) :- pessoa(Z). (3)

As duas primeiras clausulas sdo obtidas como forma clausular da férmula:

I todo( X, todo(Y, pessoa(Y) — respeita(Y, X)) — rei( X)).
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que significa: se toda pessoa respeita alguém, entdo esse alguém ¢ um rei. As va-
ridveis foram renomeadas para facilitar a explicagdo. A terceira clausula expressa
a proposicao: toda pessoa respeita Artur. Resolvendo (2) com (3), obtém-se:

I rei(artur) :- pessoa( f,(artur)). (4)

[Y em (2) casa com artur em (3) e Z em (3) casa com f,(Y) em (2)]. Pode-se
agora resolver (1) com (4), resultando em:

I rei(artur) ; rei(artur) :- . (5)
Isso equivalente ao fato: Artur é um rei (por que?).

Na defini¢ao formal de resolu¢ao, o processo de casamento utilizado aqui é
denominado unificacdo. Intuitivamente, formulas atdbmicas sido unificéveis se,
vistas como estruturas de Prolog, elas podem casar. Na realidade, sera visto
que o casamento em muitas implementag¢des de Prolog ndo é exatamente o
mesmo que unificagao.

Uma maneira de se tentar provar algo com resolugio é aplicando continua-
mente passos de resolugao sobre as hipoteses (axiomas) e verificando se o que
se deseja provar aparece. Infelizmente, nao se pode garantir que isso ira acon-
tecer, mesmo quando a proposi¢ao que se esta interessado realmente resulta
das hipdteses. Considerando o tltimo exemplo, ndo ha nenhum meio de de-
rivar-se a clausula simples rei(artur) a partir das clausulas dadas, apesar de ela
ser claramente uma consequéncia. Diante do exposto, pode-se concluir que
a resolucao nao é suficientemente poderosa para o que se anseia? Felizmente,
a resposta é ndo, pois pode-se redefinir os objetivos de tal maneira que se ga-
ranta que a resolugdo seja capaz de resolver o problema se isso for possivel.

Uma propriedade formal importante da resolugdo que ela é completa por
refutacdo. Isso significa que, se um conjunto de clausulas é inconsistente, a
resolucao capaz de derivar delas a clausula vazia:

Um conjunto de clausulas é inconsistente quando ndo ha nenhuma interpreta-
¢do possivel para os predicados, simbolos de constantes e simbolos de fun¢ao
que o faga, simultaneamente, expressar proposi¢oes verdadeiras. A clausula va-
zia expressa contradi¢do logica. Isto é, ela representa uma proposi¢do que nao
pode ser verdadeira. Assim a resolugdo garante informar quando as férmulas
sao inconsistentes derivando essa expressdo de contradigao.

Sabe-se que se as formulas {Al, Ay ey An} forem consistentes, a formula B sera
uma consequéncia dessas formulas exatamente quando as férmulas {Av Ay s
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A, —B} forem inconsistentes. Assim, se as hipdteses forem consistentes, sera
preciso apenas acrescentar a elas as clausulas para a negagao da proposi¢ao que
se deseja provar. A resolu¢ao ira derivar a clausula vazia exatamente quando
essa proposicao resultar das hipdteses. As cldusulas que sao acrescentadas as
hipoteses sao chamadas declaragoes de objetivos. Note que as declaragoes de
objetivos ndo sao diferentes das hipoteses, no sentido de que todas elas sao
clausulas. Assim, quando um conjunto de cldusulas Ay,Ay . A é fornecido e
a tarefa é mostrar que elas sdo inconsistentes, nao se pode realmente dizer se
o correto é mostrar que 4, resulta de A,y .y A, 0u que 4, resulta deAl, Ay
.y A_ouque =4, resulta de A, A,, ..., A etc. Portanto é importante enfatizar
quais sdo as clausulas consideradas declaragoes de objetivos, porque num sis-
tema de resolugao todas essas tarefas sao equivalentes.

No exemplo anterior sobre o rei Artur, facil verificar como se pode obter a
clausula vazia se for acrescentada a declaragao de objetivo:

I :- rei(artur). (6)

[Isto é, a clausula para —rei(artur)]. Viu-se anteriormente como a clausula:
I rei(artur); rei(artur) :- . (5)

foi derivada das hipoteses. Resolvendo (5) com (6), obtém-se:

I rei(artur) :-. (7)

Finalmente, resolvendo (6) com (7), obtém-se a clausula vazia:

Assim a resolugdo mostrou que, como consequéncia do conjunto de clausulas
dadas, Artur é rei.

A completitude por refutagao da resolugdo é uma propriedade légica atraente.
Ela significa que se algum fato resulta das hipoteses, prova-se sua veracidade
(mostrando-se a inconsisténcia de sua nega¢do com as hipoteses) usando-se
resolucao. Entretanto, quando se diz que a resolugdo capaz de derivar a clau-
sula vazia, se quer dizer que existe uma sequéncia de passos de resolugio, cada
um deles envolvendo axiomas ou clausulas derivadas de passos anteriores, que
termina na produgdo de uma cldusula sem nenhum literal. A unica dificuldade
¢ encontrar essa sequéncia de passos, pois, embora a resolugdo informe como
derivar uma consequéncia de duas clausulas, ela ndo informa como decidir que
clausulas considerar num dado instante ou que literais casar. Usualmente, tem-
-se um grande numero de hipdteses e ha muitas possibilidades de resolvé-las.
Além disso, cada vez que se deriva uma nova clausula, ela também torna-se
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candidata a participar de resolucdes posteriores. Muitas possibilidades sdo ir-
relevantes para a tarefa em questio e se nio se tiver cuidado pode-se desper-
dicar muito tempo com tarefas irrelevantes que nunca irao conduzir solugéo.

Muitos refinamentos do principio de resolugao original foram propostos pa-
ra lidar com essas questdes. Serdo vistos agora alguns refinamentos para a
resolucdo quando todas as clausulas sdo de um tipo especial — as chamadas
clausulas de Horn.

Uma clausula de Horn é uma clausula com no maximo um literal ndo negado.
Ocorre que, quando se esta usando um provador de teoremas clausular para
determinar os valores de fun¢des computaveis, é estritamente necessario usar
apenas clausulas de Horn. Como resolu¢do usando clausulas de Horn é rela-
tivamente simples, ela é uma escolha natural como base de um provador de
teoremas para um sistema de programagdo de natureza pratico. Ver-se-a bre-
vemente como a prova de teoremas por resolucéo restrita a clausulas de Horn.

Existem obviamente dois tipos de clausulas de Horn: aquelas com um literal
nao negado e aquelas sem nenhum literal ndo negado. Essas clausulas serao
chamadas, respectivamente, clausulas com cabeca e clausulas sem cabeca.
Os dois tipos sao exemplificados em seguida (lembre-se que os literais nao
negados sao escritos do lado esquerdo de : -):

solteiro( X) :- homem(X), descasado( X).
:- solteiro( X).

Quando se consideram conjuntos de cldusulas de Horn (inclusive declaragoes
de objetivos), é necessario apenas considerar os conjuntos nos quais todas as
clausulas, com exce¢ao de uma delas, sdo clausulas com cabeca. Isto é, qual-
quer problema solavel que pode ser expresso em clausulas de Horn é expresso
numa forma tal que:

0 Existe apenas uma clausula sem cabeca

O Todas as outras clausulas tém cabeca

Uma vez que ¢é arbitrario decidir que clausulas sio realmente os objetivos, po-
de-se convencionar que a cldusula sem cabeca ¢ o objetivo e as outras clausu-
las sdo as hipoteses.

Mas, por que se deve considerar apenas os conjuntos de clausulas de Horn que
se ajustam a esse padrao? Primeiro, é facil verificar que pelo menos uma clau-
sula sem cabeca deve estar presente para um problema ser solavel. Isso deve-
-se ao fato de o resultado da resolugdo de duas clausulas de Horn com cabega
ser também uma cldusula com cabega. Assim, se todas as cldusulas tiverem
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cabeca, serd possivel apenas derivar outras clausulas com cabega e, como a
clausula vazia ndo possui cabega, ndo sera possivel deriva-la. A justificativa
para o segundo requisito — que é necessario apenas uma clausula sem cabega
— é um pouco mais sutil. Mas, se existirem vérias clausulas sem cabeca entre
os axiomas, qualquer prova por resolugdo de uma cldusula pode ser convertida
numa prova que utiliza no maximo uma das cldusulas sem cabega. Portanto,
se a clausula vazia puder ser derivada dos axiomas, ela poder ser derivada das
clausulas com cabe¢a com, no maximo, uma das clausulas sem cabeca.

Sera resumido agora como Prolog se ajusta nesse esquema. Foi visto acima que
algumas férmulas foram transformadas em clausulas muitos parecidas com
clausulas de Prolog, enquanto outras nao pareciam tanto. As clausulas que
foram transformadas em clausulas semelhantes as clausulas de Prolog foram
exatamente aquelas que foram transformadas em clausulas de Horn. Quando
se escreve uma clausula de Horn, no maximo uma férmula atdmica aparece
esquerda de :-. Em geral, as clausulas podem ter vérias dessas féormulas, que
correspondem aos literais que sao formulas atomicas ndo negadas. Apenas as
clausulas de Horn podem ser expressas diretamente em Prolog.

As clausulas de um programa em Prolog correspondem as clausulas de Horn
com cabega. Mas, a que corresponde em Prolog uma declaragdo de objetivo?
A resposta ¢ simples, a questao em Prolog:

7- Al, A2, ..., An.
corresponde exatamente a clausula de Horn sem cabega:
I :=Al, A2, ..., An.

Foi visto que, para qualquer problema que se queira resolver com clausulas
de Horn, ¢ suficiente que se tenha exatamente uma clausula sem cabeca. Isso
corresponde a situagdo em Prolog na qual todas as clausulas do programa tém
cabeca e apenas um objetivo (sem cabeca) é considerado de cada vez.

Um sistema Prolog ¢ baseado num provador de teoremas por resolu¢ao para
clausulas de Horn. A abordagem especifica que ele utiliza é um tipo de reso-
lugao linear de entrada. Quando essa abordagem ¢é utilizada, a escolha do que
resolver e com que em qualquer instante é restringida como serd visto em se-
guida. Comega-se com a declaragdo de objetivo e resolve-se ele com uma das
hipoteses, resultando numa clausula nova. Entao resolve-se essa clausula nova
com uma das hipoteses e assim por diante. Em cada estagio, resolve-se a tltima
clausula obtida com uma das hipoteses originais. Em nenhum momento, utili-
za-se uma clausula que tenha sido derivada previamente ou resolvem-se duas
das hipoteses. Em termos de Prolog, pode-se ver a tltima clausula derivada
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como a proxima conjunc¢ao de objetivos a ser satisfeita. O processo comega
com a questdo introduzida e, se for bem sucedido, termina com a clausula va-
zia. Em cada estagio, encontra-se uma clausula cuja cabega casa com um dos
objetivos, instanciam-se variaveis quando necessario, remove-se o objetivo
que casou e entao acrescenta-se o corpo da clausula instanciada aos objetivos
a serem satisfeitos. Assim, por exemplo, pode-se partir de:

:- mae(jose, X), mae(X, Y).

mae(U, V) :- pais(U, V), mulher(V).
e chegar em
:- pais(jose, X), mulher(X), mae(X, Y).

Na realidade, a abordagem de prova de Prolog ainda é mais restrita do que a
resolucao linear de entrada. Nesse exemplo, decidiu-se casar o primeiro dos
literais na clausula objetivo, mas seria do mesmo modo possivel ter casado
o segundo literal. Em Prolog, o literal a ser casado sempre é o primeiro da
clausula objetivo como. Além disso, os novos objetivos derivados do uso de
uma clausula sdo colocados na frente da clausula-objetivo, o que significa que
Prolog termina de satisfazer um subobjetivo antes de continuar a tentar qual-
quer outra opgao.

Como Prolog organiza a busca de clausulas alternativas para satisfazer o mes-
mo objetivo? Bem, basicamente, Prolog adota uma abordagem de busca em
profundidade que é sujeita a ciclos, mas muito é mais simples e consome me-
nos espago ao ser implementada em computador!’.

Deve-se notar que, algumas vezes, os casamentos efetuados por Prolog dife-
rem da unificagao utilizada em resolugido. Muitas implementa¢des de Prolog
permitem que sejam satisfeitos objetivos tais como:

igual(X, X).
?- dgual(f(y), Y).

Isto ¢, pode-se casar um termo com um subtermo dele proprio. Nesse exem-
plo, f(Y) casado com Y, que aparece dentro dele. Como resultado, Y ird repre-
sentar f(Y), que é f(f(Y)), que é f(f(f(Y))) e assim por diante. Assim Y
representa um tipo de estrutura infinita. Embora muitas implementacdes de
Prolog permitir a constru¢ao desse tipo, elas nao sao capazes de escrevé-las
no final. De acordo com a definigdo formal de unificagao, esse tipo de termo

[1]10 algoritmo de busca em profundidade néo é dificil de entender, mas isso requer discutir conceitos
que estdo além do escopo deste livro.
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infinito nao deve nunca existir. Assim Prolog nao age corretamente como um
provador de teoremas por resolucio nesse aspecto. Para superar isso, deve-se
acrescentar um teste para garantir que uma variavel nao seja instanciada com
alguma estrutura que a contenha. Tal teste de verificagdo seria facil de imple-
mentar, mas retardaria consideravelmente a execugdo de programas em Prolog.
Como, tipicamente, isso seria aplicado a muito poucos programas, a maioria
das implementacdes nédo inclui esse teste de fora.

Viu-se que Prolog baseia-se na ideia de um provador de teoremas. Como resul-
tado, pode-se ver que os programas escritos em Prolog sdo como as hipdteses
que se tém sobre o mundo e as questdes sdo teoremas que se deseja que sejam
provados. Assim programar em Prolog nao é como informar ao computador
como e quando fazer algo. Em vez disso, informa-se o que verdadeiro e solici-
ta-se que a linguagem tente tirar conclusoes. A ideia de que programacao deve
ser assim tem levado muitas pessoas a investigar a nogdo de programag¢ao em
légica como uma possibilidade pratica. A principal vantagem da programa-
¢do em ldgica é que os programas devem ser mais faceis de ler, pois eles nao
sao misturados com detalhes sobre como os problemas devem ser resolvidos.
Assim, em programagdo em ldgica, sabe-se 0 que um programa faz, em vez
de como ele o faz.

Sera examinado agora Prolog como uma linguagem candidata a linguagem de
programagao em logica. Inicialmente, é claro que alguns programas em Prolog
representam verdades logicas sobre o mundo. Por exemplo, se for escrito:

mae(X, Y) :- pais(X, Y), mulher(Y).

pode-se ver isso como uma informagao sobre o que deve ser uma mae (i.e.,
uma mulher que é um dos pais de uma pessoa). Assim essa clausula expressa
uma proposi¢ao que se considera verdadeira, bem como diz como mostrar
que alguém uma mae.

De modo similar, as clausulas:

anexa([], X, X).
anexa([A|B], C, [A|D]) :- anexa(B, C, D).

informam o que significa uma lista ser anexada na frente de outra. Ou seja,
se a lista vazia for colocada na frente de alguma lista X, o resultado sera exata-
mente X. Por outro lado, se uma lista ndo vazia for anexada na frente de uma
lista, entdo a cabeca da lista resultante serda a mesma cabeca da lista que es-
tiver sendo colocada na frente. Além disso, a cauda da lista resultante serd a
lista obtida anexando-se a cauda da primeira lista na frente da segunda. Assim
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essas clausulas podem ser vistas como uma expressao daquilo que é verdadeiro
sobre a relacdo anexa.

Agora, que possiveis significados 16gicos podem ser dados a clausulas como
as seguintes?

membrol(X, Lista) :- var(Lista), !, fail.
membrol (X, [X|_1).
membrol(X, [_|Lista]) :- membrol(X, Lista).
exibe(0) :- !.
exibe(N) :- write(N), N1 is N - 1, exibe(N1).
nome(N) :- name(N, Nomel), anexa(Nome2, [115], Nomel),
name (R, Nome2),
nome(R).
implica(Sup, Conc) :-
asserta(Sup),

call(Conc),
retract(Conc).

O problema surge com todos os predicados embutidos utilizados em Prolog. Por
exemplo, var (Lista) ndo diz nada sobre listas ou pertinéncia, mas refere-se
a um estado de coisas que pode valer durante a prova. Similarmente, o corte
(v. Se¢ao 5.11) refere-se a como se deve proceder na prova de uma proposicio,
em vez de referir-se a propria proposicao. Esses dois predicados podem ser
considerados como meios de expressar informagdes de controle sobre como
a prova deve ser executada. Similarmente, por exemplo, write (N) ndo possui
nenhuma propriedade légica interessante, mas pressupde que a prova atingi-
rd um certo estado (com N instanciada) e efetuard uma comunicacdo com o
programador em seu terminal. O objetivo name (N, Nomel) no ultimo exem-
plo informa algo sobre a estrutura interna do que seria um atomo indivisivel
no calculo de predicados. Em Prolog, pode-se converter simbolos em cadeias
de caracteres, estruturas em listas e estruturas em cldusulas. Essas operagoes
violam a natureza simples das proposi¢des do calculo de predicados. No ul-
timo exemplo, o uso de asserta significa que a regra refere-se a acrescentar
alguma coisa ao conjunto de axiomas. Em ldgica, cada fato ou regra afirma
uma verdade independente da existéncia de outras regras e fatos. Aqui, tem-
-se uma regra que viola esse principio. Também, quando utiliza-se essa regra,
tem-se um conjunto diferente de axiomas em diferentes instantes da prova.
Finalmente, o fato de a regra considerar Conc como um objetivo significa que
permite-se a uma variavel logica representar uma proposi¢ao, o que nao pode
ser expresso em calculo de predicados de primeira ordem, mas sim em légicas
de ordens superiores.



230 | Apéndice A — Prova Automatica de Teoremas

Dados esses exemplos, pode-se ver que alguns programas em Prolog podem
ser entendidos apenas em termos declarativos, mas, por outro lado, existem
programas para os quais dificilmente podem ser feitas interpretagoes declara-
tivas devido ao aspecto algoritmico incorporado no programa.

Assim faz sentido considerar Prolog como uma linguagem de programacao
légica? Pode-se realmente esperar que alguma vantagem da programagdo em
légica aplique-se aos programas em Prolog? A resposta para ambas as questoes é
sim e arazdo é que, adotando-se um estilo de programagéo apropriado, pode-se
obter ainda algumas vantagens da relagdo de Prolog com a ldgica. O segredo
esta em decompor os programas em partes, confinando o uso de operagdes nao
légicas dentro de um pequeno conjunto de clausulas. Como exemplo, viu-se no
Capitulo 5 como usos do corte podem ser substituidos por usos de not. Como
resultado de tais substitui¢oes, um programa contendo varios cortes pode ser
reduzido a um programa com o corte usado apenas uma vez (na defini¢do de
not). O uso do predicado not, mesmo que ndo capture exatamente o sentido
da negacdo logica, permite que se recupere parte do significado logico basico de
um programa. Analogamente, confinar os usos de asserta e retract dentro
das definigdes de um pequeno numero de predicados resulta num programa
que é, em geral, mais claro do que aqueles nos quais esses predicados sao uti-
lizados arbitrariamente em todos os tipos de contexto.

Concluindo, o objetivo principal de uma linguagem de programagao em légica
nao foi atingido por Prolog. Contudo, Prolog apresenta-se como um sistema
de programacao pratico que tem algumas das vantagens de claridade e decla-
ratividade que uma linguagem de programacao em logica poderia oferecer. Por
enquanto, continua o trabalho para desenvolverem-se versées melhoradas de
Prolog que sejam mais proximas da logica do que as que se tem correntemente
disponivel. Dentre as maiores prioridades dos pesquisadores dessa area estd
o desenvolvimento de um sistema pratico que nio necessite do corte e tenha
uma versdo do not que corresponda exatamente nogao légica de negagao.



